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10.1 Grundbegriffe

Wir suchen nach einem Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und dem Verzerrungstensor.
Einige wichtige KenngrofRen konnen bereits aus einem Zugversuch gewonnen werden

bzw. ohne ausgepragte Streckgrenze

z.B.: Werkstoffe mit ausgepragter Streckgrenze
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Einige wichtige Kenngrofen:

Ry ooeieene. Zugfestigkeit (UTS — ultimate tensile strength) [N/mm?]

Re coveinnnn Streckgrenze (yield strength) [N/mm?]

R «ovvmeenes obere Streckgrenze (upper yield strength) [N/mm?]

Rel cevenenen untere Streckgrenze (lower yield strength) [N/mm?]

Ry oooennnn Proportionalitatsgrenze (proportionality limit) [N/mm?]

Rpo2 wevnees Dehngrenze bei 0.2% plast. Dehnung (0.2% proof strength) [N/mm?]
Agooiiennn Gleichmalddehnung (uniform elongation) [1]

A Bruchdehnung (fracture strain) [1]

Die Steigung der Hookeschen Gerade wird als Elastizitatsmodul (Young‘s modulus) bezeichnet. Auf
diesen wird spater noch genauer eingegangen.
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Spannungen und Dehnungen werden beim Zugversuch aus der Kraft- bzw. Wegmessung
errechnet. Dabei bezieht man sich in der Pruftechnik klassischerweise auf die Ausgangslange
bzw. den Ausgangsquerschnitt und erhalt somit technische Grolien. Diese unterscheiden sich von
den wahren GrofRen, die sich aus der Bezugnahme auf die aktuelle Lange und den aktuellen
Querschnitt ergeben. Die Unterschiede machen sich aber erst bei groleren Verformungen
bemerkbar.

Technische Dehnung e: ¢ — =t _t_ 1
2y o
y
r de y
Wahre Dehnung ¢: j do = 7 9= Inf —Inf, = lne— =In(1+ ¢)
0
0 A

@ =In(1+¢) bzw. ¢ = ¢ fir kleine ¢, €

(Bezugnahme auf Ausgangsquerschnitt)

|

Technische Spannung S: S =

Wahre Spannung o:

o= (Bezugnahme auf aktuellen Querschnitt)

| o
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Querdehnung: \Y
gy =00 =14— 1, ] ; I
be| +F----- R—— - b
___b-by _ Ab Y : !
€q =& =& = —b—0<0,wenneg>0 J l, -
- 4 .
& . .
v = |-&| Querkontraktionszahl = Poisson Zahl
€y

Fur isotrope Materialien gilt: 0 <v < 0.5

Elastizitdtsmodul und Querkontraktionszahl fur ausgewahlte Materialien:

Stahl: E =210000 N/mm?=210GPa, v =0.3

Aluminium: E = 70000 N/mm? = 70 GPa, v =0.34

Gummi:  E =50-5000 N/mm? v = 0.5 (d.h. inkompressibel)
Beton: E = 20-40 GPa v=20.2

Diamant: E = 1150 GPa v =0.07

Mechanik IA 5 10 Stoffgesetze
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10.2 Hookesches Gesetz (Hooke’s law)

fur lineare Elastizitat, also in einem Spannungsbereich < R;, (= R,)

Daruberhinaus beschranken wir uns in weiterer Folge auf isotropes Verhalten.

Zunachst qilt fur die Spgs-hauptachsen: aufgeldst nach Hauptnormalspannungen:
1 v
& —E[al—v(02+a3)] o = 2G (31+1_2v9)
1 o =ZG<£ + Y e) ()
£2=% [0y —v(03 + 01)] (*) 2 271 —-2v
1 — 26 (s 4 )
€3 =E[03_V(01+02)] % = BT ¢
. av
E .... Elastizitatsmodul [N/mm?] e = g+e&te= A & té&,t+ g,
0
v .... Querkontraktionszahl [1] weil fur einen Quader mit den Kantenlangen a, b, c gilt:

AV a(l+¢&)b(1+ &)c(l+ &) —abe

G .... Schubmodul [N/mm?] — =
4 abc

z81"‘82"‘8328

E

¢ =20y

Alle Produkte von ¢;, €, und &5 verschwinden naherungsweise.

Mechanik IA 6 10 Stoffgesetze
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Transformation auf allg. Koordinatensystem:

oy = n'gn = nfoy + njo, + njos gx = N'en = nie; + nje; +nje;
_T_2+2+2(A) — mTem = m2e. 4+ m2er + m2 (AA)
Oy =M gm = mj0, T M0, T M303 €y =M EM = My1& T MyE& T M3&3
T o 1, T —
Txy =M gn =nymy0; + NyM,0; + n3msz03 SVxy = M EN =N1My & + NyMyE; + NzM3éEs
detto fur 0z, Tyz Tzx detto fur €z) Vyzr Vzx

Einsetzen in (A) flr 0y, 03, 03 aus dem Hookeschen Gesetz (+*) liefert beispielsweise fir o, bzw. 7,

) T (et e = 26 (st )
e n3| &s 1_2ve = Ey 1—21/6

1—2v

o, = 2G [nf (£1+1_2ve>+n§ (£2+

weil |n| =1, also n? + n% + nZ = 1.
%
1—-2v

v
1—2v

v
Tyy = 2G [n1m1 (61 + e) +n,m, (82 + e) + nym, (83 + R e)] = GYxy
weil n L m, alson,m; + n,m, + nym3 = 0.

Die Formeln fir a,, 0,, 7,,, T, €rgeben sich vollig analog durch zyklisches Vertauschen der Indizes.

Mechanik IA 7 10 Stoffgesetze
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Genauso gut hatte man ¢, €, und &5 aus (*) in (AA) einsetzen konnen:

,1 ,1 )1 1
& =Mp [0y —v(0o; + 03)] + 13 A [0, —v(o3 +01)] + 13 A [o5 —Vv(0y + 02)] = A lox — v(gy + 0,)]
) 1 1 1
Vxy = MM [01 —v(0; + 03)] + nym, A [0 —v(03 + 01)] + nzm; A [o3 —v(oy + 03)] =
1
=7 | Tay = vor (nomy + ngmz) — vay(ngms + nymy) — voz(nymy +nymy)| =
1 1+v Txy
= E [Txy + v(0'1n1m1 + o,N,Mo + O'3n3m3)] = TTxy = E

Wieder haben wir dabei folgende Zusammenhange ausgenutzt:
ni+ns+n3=1

n1m1 + nzmz + n3m3 == O
E

C=a+y

Die Formeln fir ¢, €, ¥y,, ¥2x €rgeben sich vollig analog durch zyklisches Vertauschen der Indizes.
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Zusammenfassend kann man das Hookesche Gesetz also folgendermalien anschreiben

v
ox = 2G (ex + 1, e) Txy = GYay
_ 4 Tv, = G
oy = 2G (sy + - e) yz Vyz
Tox = GV

v
GZ=ZG(£Z+1_2ve)

Leichter zu merken ist es wohl in inverser Form:

1 1

& =% lox —v(oy + ;)] Yey = 7 Txy
1 1

&y = P [ay —v(o, + ax)] Vyz = ETyz
1 1

&=% [0, —v(ox + 0y)] Vax = 7 Tax

E .... Elastizitatsmodul (Young‘s modulus) [N/mm?] bzw. [MPa]
G .... Schubmodul (shear modulus) [N/mm?] bzw. [MPa]

v .... Querkontraktionszahl (Poisson’s ratio) [1]

Mechanik IA 9 10 Stoffgesetze
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Eine noch allgemeinere Formulierung erhalten wir, wenn wir die thermischen Dehnungen zufolge
einer Temperaturanderung AT mitberucksichtigen. Bei isotropen Medien bewirken diese eine
spannungsfreie Langsanderung in allen drei Raumrichtungen, jedoch keine Winkelanderung.

ar .... Warmeausdehnungskoeffizient (coefficient of thermal expansion) [1/K]

Zusammenfassend kann man das Hookesche Gesetz also folgendermalien anschreiben

v 1+v
Oy = 2G| & + e— vaTAT

1-2v 1-2 Ty = GVyy
% 1+v _
oy = 2G ey+1_2ve—1_2vaTAT Tyz = GYyy
% 1+v T, =G
o, = 2G <£Z+1_2ve—1_2vaTAT> zx Vax
Leichter zu merken ist es wohl in inverser Form:
1 1
Ex = E [Gx - V(Gy + az)] +arAT Yxy = ETxy
1 1
=% [ay —v(o, + 0] + arAT Vyz = ¢ lyz
1 1
€2 = E [O-z - V(Jx + ay)] + arAT Vzx = Erzx

Mechanik IA 10 10 Stoffgesetze
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Aufgrund seiner zentralen Bedeutung in der Festigkeitslehre sei das Hookesche Gesetz hier noch

einmal zusammengefasst:

1 1 -
& = =[ox = v(oy +0,)] + ardT Vay = G Ty )
] 1
&y =z loy —v(o; + )] + ardT Vot
’ 1
g, = =[0, = v(ox + 0y)] + ardT Vox = G Tax

bzw. in der inversen Form:

v 1+v av
Gx=ZG<ex+1_2ve—1_2vaTAT> Ty = GVxy 3270:5x+8y+€z
v 1+v
0'y=26 ey+1_2ve—1_2vaTAT TyZ=nyZ
v 1+v
o, = 2G €Z+1—2ve_1—2vaTAT Tyx = GVypy

Mechanik IA 11 10 Stoffgesetze
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m 10.2 Hookesches Gesetz [an]

Manchmal ist es gunstiger, das Hookesche Gesetz alternativ anzuschreiben (es wird wieder
nur der isotherme Fall betrachtet). Fur die Normalspannungen schreiben wir jetzt:

2Gv _
Oy = e+ 2Gs, — o0, = e+ 2us, Txy = HVxy
1—-2v
2Gv
ay=1_2ve+268y - 0y=/13+2u£y Tyz = UYyz
2Gv
o, = e+2Ge, - o0,=ANe+ 2ue, Tzx = HYzx
1-2v
A ... 1. Lamé Konstante [N/m?]
1= 2Gv _ Ev _ ¢
T 1-2v 1+v)(A-=-2v)’ £ U .... 2. Lamé Konstante [N/m?]

Im Fall eines hydrostatischen Drucks gilt (p ist hier bei Druck
definitionsgemal eine positive Grofe):

oxto,+0,=—-3p=3e+2ue=3A+2u)e » —p=Ke

31+ 2u Ev N E 3Ev+ (1 - 2v)E 7 E
= = e - _
3 1+v)(1-2v) 3(1+v) 3(1+v)(1-2v) 3(1 —2v)
K .... Kompressionsmodul [N/m?] K - oo fiirv =0.5
Mechanik IA 12
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Beispiel: Einpressen zweier Wurfel E.,v, E,v,

Geg.: Ei,E;,vi,vy,a,L,2a > L

Ges.: Spannung zwischen den Wrfeln T

. L . y
Hookesches Gesetz fur die beiden Wurfel: ‘ X
1 1
Ex1 = E_1 [O-xl - Vl(O'yl + O-Zl)] + a’T1AT Exn = E_2 [sz - Vz(o'yz + O-ZZ)] + aTzAT

Betrachten wir nun die Randbedingungen des elastischen Problems:
+ Keine Temperaturerhohung AT=0
« Keine Spannungen in y- und z-Richtung (keine Dehnungsbehinderung) 6,; = 65, =0, = 0,, =0

Unter Ber[]cksichtigung der Randbedingungen streichen sich einige Terme im Hooke‘schen Gesetz

€1 =7 [ax1 vilay+o77)| + apdT &x2 =3 [axz volay+to7)| +arAT

e = O-xl ¢ sz
x1 E1 x2 EZ
Auf die beiden Wrfel wirkt zufolge des Einpressens gleich grof3e Druckspannungen
in x-Richtung.

Ox1 = Ox2 = Oy

Mechanik IA (K] 10 Stoffgesetze
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Wairfel 1 wird in x-Richtung um einen Betrag u; gestaucht, Wurfel 2 um u,. Diese
Verschiebungen hangen unmittelbar mit den Dehnungen ¢,, und ¢,, zusammen:

Da sich die beiden Wurfel nicht frei ausdehnen kdnnen bendtigen wir noch eine kinematische
(geometrische) Vertraglichkeitsbedingung:

atu;+a+u,=L - u +u,=L-—2a

0xa 0,a
—+—=L-2
E 5 ¢
Druckspannung
[ EiE;(2a—L)

O' =
x (E; + E))a

Mechanik IA 14 10 Stoffgesetze
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10.3 Grundgleichungen der linearisierten Elastizitatsheorie

Ein Problem der linearen Elastizitatstheorie gehorcht also folgendem Satz von Gleichungen:

Dynamisches Grundgesetz:

0oy 0Tyy 0T,y d%u
k. = p——

ax oy oz 2T Pz
0Tyy 00, 014 9%v
ky,=p—0

ax "oy "oz TP
ot ot do. 02w
2 ik, =p—

0x ady 0z

Hookesches Gesetz:

1
& =% lox —v(oy + 0,)] + arAT
1
& =7 [ay —v(o, + 0y)| + arAT
1
&=% [0, —v(ox + 0y)] + arAT
Mechanik IA

Verzerrungs-Verschiebungs-
zusammenhang (Kinematik):

_Ou _Ou N av
x = ox Vay = dy 0x
ov ov N ow
., = — —_- — -
Y ay vz =3, dy
B ow B ow N Ju
2%z T x oz
Das sind 15 Gleichungen fur die
1 folgenden 15 Unbekannten:
Vxy = G Txy
v = lT 6 Spannungen: gy, 0y, 0, Txy, Tyz Tox
yvZz VZz
f 3 Verschiebungen: u, v,w
Vox = ¢ Tax 6 Verzerrungen: &y, &y, &, Vy Vyzr Vax

() 10 Stoffgesetze
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Durch Einsetzen kann man das Gleichungssystem auf 3 Gleichungen in u, v, w reduzieren:

c (72 + 1 Ode A d0%u N E 0(arAT)
YT 2vox) T TP T1-2v ox
ae azv E a(aTAT)
2 —_— —
G<Vv+1—2v6y>+ky Poz 12y dy
(72w + 1 Oe o 0w N E 09(apAT)
YT vz 2= Pz T1—2v oz
K K K
V2= .... Laplace Operator

B Ju dv Ow

= oy oz

ax2 " ay? T 322

.... Volumsdehnung

Navier Gleichungen

Zur vollstandigen Beschreibung des elastischen Problems ist noch die Vorgabe von
Randbedingungen erforderlich. Aul3er fur sehr einfache Randbedingungen kdnnen die Navier
Gleichungen i.a. nicht mehr analytisch, sondern nur mehr numerisch geldst werden.

Mechanik 1A
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10.4 Ebene Probleme
10.4.1 Ebener Spannungszustand ESZ — plane stress state
O, =Ty, =Tx; =0, &ia #0

Das Hookesche Gesetz wird dann

1

Ex = E (O'x - VO'y)

1
¢y = (3, v02) TR

v
g, = —E(ax +0y)

1 Lastfreie Bauteiloberflachen befinden sich
Gy im ebenen Spannungszustand.
Dementsprechend herrscht in dinnen

bzw. in inverser Formulierung: ] ) ,
Blechen (siehe Skizze) ein ebener

E

e (&x +vey) Spannungszustand.
E (©)

O'y = 1_—1/2 (Ey + V&'x)

Txy = nyy

Anmerkung: Der Einfachheit halber beschranken wir uns in diesen Betrachtungen auf den isothermen Fall AT=0.

17 10 Stoffgesetze
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10.4.2 Ebener Verzerrungszustand EVZ - plane strain state

€& =Vyz=VYzx =0, la.0,#0
Einsetzen in das allgemeine (3D) Hookesche
Gesetz liefert fur die Normalkomponenten:

1
Ex = E [O'x - V(O'y + O'Z)]
1
& =% [ay —v(o, + O'Z)] h = const.
1 z.B. bei langen Bauteilen, die Uber die
0== lo, = v(ox +0y)] > 0,=v(ox +0y) gesamte Lange gleich belastet sind.

Daraus kann g, heraus eliminiert werden. Somit

ergibt sich das Hookesche Gesetz im EVZ: Die Umkehrung liefert:
1 [ 1—v Vv
& ==lo,(1=v3) —v(1 +v)o —
v =gl =V — v +1)0 ] = ana-m* T Trna-m (00)
1 - )
eyzg[ay(l—vz)—v(1+v)0x] o — I-v - v .
. Y 1+v)1-2v) Y Q+wv)(Q-2v) 7
Vxy = ETxy Txy = nyy

Mechanik IA 18 10 Stoffgesetze
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Ein Vergleich der ersten beiden Zeilen von (0) mit (00) ergibt:

ESZ EVZ vV
E | E(1—-v) ] Vv i}
0x = 75 (& +vey) ox ‘[(1+v)(1—2vj_€x+m€y_ (e +v7ey)
E E(1-v) [ Vv ] E*
o, =——(g, +ve - e |=— *
v 1_Vz(y x) % = AT A 20 _ey+(1_v)sx_ 1_v*2(ey+vex)

Man kann also im EVZ einen Ersatz-E-Modul E* und eine Ersatz-Querkontraktionszahl! v*
definieren, damit man formal mit den gleichen Formeln wie im ESZ rechnen kann.

Offensichtlich gilt:

—_

E* E(1—-v)
1-v2  (1+v)(1-2v) % __E

Mechanik IA 19 10 Stoffgesetze
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