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Warmeleitproblem

I. Sei f > 0,c¢=+?> 0 und fiir Innen
1+ ﬁ)( ~(+a)VE _ —(1-p)V5)

E =P ]
B (Yo B Y PR TR
%(p+<1>(p f))
worin
B fa+ %) sinh ps
®(p.5) = [(l—f)%—f]sinhs—'ycoshs’ 0<ps1.
Analog fiir Auflen:
i f<1+%)[-"“’f“ﬁ R
a\$) = -
¢ et N--NE+HVE-NH-f)F]e 2V
—";Cl\/E

e

=+(1+<I>(1,\/§)), p>1.

II. Ist f:R — R eine regulére Distribution, die nicht stérker als exponenti-
ell wachst, fiir welche also eine positive Zahl « existiert, soda8 |f(t)| < et
fiir t > t, gilt, so ist ihre Laplace-Transformierte

F(s) = / f(t)e tdt

eine in der Halbebene Rs > « analytische Funktion, fiir welche die Grenz-
wertbeziehung
lim F(s)=0 (1)
$—00
besteht. Das Infimum «, aller Zahlen «, fiir welche die obige Ungleichung
|f(t)le™®* < 1 fiir hinreichend groSes ¢ Bestand hat, heift die Konver-
genzabszisse; die Laplace-Transformierte F(s) = Lf(t) ist dann analytisch
in der Konvergenzhalbebene Rs > a,.

Beweis: Aus der Ungleichung |f(t)| < e* folgt |f(t)le ** < 1 und
20 o0
—§ —Q —8 1
|F(s+a)|§‘/e ‘f(t)e tdt‘g‘/kg tldt‘=®<a, |s|2|§Rs|>—i—.
0 0

Erfiillt demnach auch die Ableitung f’(¢) die obigen Bedingungen, so ergibt
sich aus

lim Lf'(t) =sF(s)— f(0+) =0

§—0C



2 Warmeleitung

der sogenannte Anfangswertsatz
lim f(t) = f(0+) = lim sF(s), (2)
t—0+ S—00

sofern beide Grenzwerte existieren. Ebenso folgt aus

o0

sF(s) — f(0+) = /e_Stf'(t)dt
0
Grenziibergang s — 0

lim sF(s) — f(0+) = lim 6”7Tﬂﬁ:i/f1ﬂﬂ=3§gf@)—fw+)
0 0
der Endwertsatz
lim £(6) = lim sF(s), )

wobei auch hier die Existenz der Grenzwerte Voraussetzung ist.
II1. Es lauft also alles auf die Riicktransformation von
f(s+7v
W(s) = (4 7) ()
[(1 - fr— sf] sinh s — sycosh s

hinaus, wobei sich der Residuensatz (u.U. auch Laguerre-Technik) anbietet.
Mit den Setzungen (fiir f # 1 und f # ~)

f+7 f=%
AR Cey 2l
beziehungsweise
A—p—2 A—p—2
=—_—, =, 6
A—pu - Ad+p ©)
wobei A # pu, p # 0, und
1-2As  gq(s)
2=—="+ 7
1—ps  p(s) @)
worin (5) =1
p(s) =1— ps,
q(s) =1 - As, (8)

wird einerseits

p(s)+q(s):(1—ps)+(1—)\s):2—s(/\+u)=2(l—s(l_ff)7).

also

A—fy—Ffs= %[p(s)%—q(s)],

andererseits
p(s) — a(s) = (1= ps) — (1 — As) = s(A — r) = s—22

(1-f)r’
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somit a1
8= —[p s) —q(s)],
sodafl
[(1 — )y — sf] sinh s — s cosh s
1-— .
= (Tfh([p(s) + g(s)] sinh s — [p(s) — q(s) cosh s)
und schliellich wegen (l—f-f)% =A+pu, 1_2_Lf =A—p—2

¥(s) = 2f(s +7)
(1= ([p(s) + q(s)] sinh s — [p(s) — q(s)] cosh s)
_O+ms+(A—p-2) ©)
e*q(s) —e~*p(s)

beziehungsweise
®(p, s) = ¥(s)sinh ps. (10)

In (9) bzw. (10) sind der Zahler wie der Nenner ganze Funktionen, sodaf
der Quotient meromorph ist: sowohl der Zahler als auch der Nenner

N(s)=¢€*(1—As) —e*(1 — ps) (11)

haben eine besténdig konvergente Entwicklung. Die Ableitung des Nenners
ist darin, wenn s, eine Nullstelle des Nenners ist (wenn also e%°q(s,) =

e *°p(so))
N'(so) = €*(1—A—Aso)+e *(1+p—ps,) = e~ [2(1 —1So) + 15552 ] #0;
das Residuum der Funktion ¥(s) in s = s, # 0 ist daher
A+p)so+(A—p—2)

U(s) = 12
sfies?, (s) eso(1 — A —Asp) + e %o(1 4+ pu— us,) (12)
und jenes der Funktion ®(p, s)
Res ®(p, s) = sinh psp Res ¥(s), (13)
s=s, 8=8,

sofern s, # i% fir k € Z. Fir s, = 0ist N(0) = 2+ p — X und

_ A—p—2 _ - ..
daher E{_eg‘ll(s) = 57ax = 1 #0, also ];:{:eg@(p.s) = 0. Die jedenfalls

vorhandene Nullstelle s = 0 des Nenners N(s) hat keinen Einflu8 auf die
Riicktransformation von ®(p, s) mittels des Residuensatzes. IV. Sei formal
mit den Nullstellen s,, = z,, + iw,, des Nenners in ¥(s) mit w,, > 0 und den
zugehorigen Residuen r, = Res ¥(s)

8=8p

e(p.t) = L71®(p, s) Zsmhpsnrnes" + Zsmhpsnrn Bnt

n=1 n=1
20

=2 SR(X: T, sinh psnes"t) . (14)

n=1
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Unterwirft man ¢(p,t) der linearen Transformation®

[TF)(E) = %\l,ﬂ_t / re~ % f(r)dr, (15)
0

so folgt mit? s =z + iw € C

2t\/— Te i e”dr = \/% + se® erfc(—S\/z) : (16)

Durch formales Vertauschen T =37, TR =RT folgt fiir

[Te](t) =

[To(p, 7)](t) = 2R D 1y sinh ps, [Te* 7| (2)

n=1
= 23?; r, sinh ps,, [% - snesit erfc(—sn\/Z)] . (a7
Damit ist
L[Te(p,7)](t) = @(p, V/3) (18)
und mit3 ,
/[Tes""](t')dt' = %[eszt erfc(—sv/t) — 1] (19)
0

bzw. der Korrespondenz

£ [Tetp @) = Lo, v5)
0
am Ende

- t
/[T(,o(p, 7))@ )dt' = 2R Z Ty sinh ps, /[Tes"r](t')dt’
. n=1

= QRZ — smh PSn [es" erfc(—spVt) — 1]. (20)
n= 1

sodafl schliefllich (fiir t>0)

fi(t)=p— 2‘]?2—5111hpsn+9%251nhp3n e"erfc —spV1). (21)

Sn Sn
n=1 n=1
Fiir t — 0+ ergibt sich der Grenzwert
fi(0+) = p. (22)

LS. File , ;Integral.tex®, die Fuﬁnote auf S. 1.
2 8. Gl (29) im File ,Integral.tex".
3'S. die GI. (31) in , Integral tex”
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V. Zur Riicktransformation von F,(p,s) = Le=#'V5[1 + ®(p,/5)] seien
folgende Hilfssitze vorausgeschickt:

Hilfssatz 1: Fir a > 0 ist

Ll = \/_ e ¥ = T(t — a) (23)

und

—le- Vs
L s

= erfc(ﬁi) . (24)

Beweis fiir (23): Fiir a > 0 ist £Li(t — a) = f e *'6(t — a)dt = e~ ** und daher

—a+/s 1 _ﬁ « _ a2
e =LT6(t—a)=L i1t —a)dr) = e 4t
(t—a) (2t\/7r_t / Te (1 —a) 7') Y~
Beweis fir (24): Aus (23) folgt nun
Llg ey O e_%
2t/ wt
und weiter mit der Substitution z = # in
t oo
—a/s 2
e T L oFa =2 | e lo=eif-2
L . —a/me It dr = 7r/e da:—erfc(2\/z).
° e
Hilfssatz 2: Es gilt fiir @ > 0 und s € C
—— — 2 — -
L [em VAL (e erfe(—sqVE) + ﬁ)] — e—SaT st (25)

Beweis: Es gilt mit dem obigen Hilfssatz 1 zusammen mit Hilfssatz 2, Satz 5*und

der Formel L™ '[LfLg] = f*xg= f f(r)g(t — 7)dr

L [e>V? Eeszterfc(—sx/f)-i- L) = £ LTt — a)LTe™
vVt

t
=T[6(t—a)=e™] = T/&(T —a)e® " dr = Te* ) = e 2T

Hilfssatz 3: Es gilt” fiir s € C
f 1
/[TeSt (r)dr = —( terfc(—svt) — 1) . (26)
s

0

‘_‘ Im File ,Integral.tex*
2 S. die Formel (31) im File ,Integral.tex"
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Damit wird mit den Setzungen p’ = %1 > 0 (fiir p > 1) und r,, = Res ¥(s)

S=S,

L7 e VA (1+ (1, V5))] = LTHLTH(t - p)L[6(t) + To(1,1)]]
=To(t—p)+T[6(t—p') xp(1,1)] .

t
Mit 6(t — p') x et = [§(7 — p')e* (T dr = e P'snesnt wird
0

T[o(t — p) = p(1,8)] = T[(S(t _ ) %2R i rn sinh snes"t]

n=1
=28 z T[(S(t —p') % es"t] =2R Z Ty sinh sne_pls"Tes"t z
n=1 n=1
dies gibt mit (24)
—p'/s ,
L' [149(1,v5)] = erfe(L7) + L7 LT8(t — p)] - LT (1, 1)
_ erfc(;j;;) + [To(t— p') * Te(1,1)]

= erfc(a%) +T[6(t—p') = (1, t)]

0
= erfe(£7) + To(L,t - 4)
= erfc(i%) + 2R Z r'nsinh s,e P SnTesnt .
n=1

somit ist mit (25)

’

falt) = erfc(#) + 2R Z gs sinh s,e~* " (esit erfe(—s,Vt) — 1)

-~

n=1

(o o]
7 T'.n R A

= erfc(éf’T) —2R E o sinh s,e”? *»

n=1""

B

o0
+ 2R Z ;_n sinh s, e ~#'*" e*nt erfe(—s, V). (27)

n=1""
Fiir ¢ — 0+ stellt sich ein Grenzwert in Abhéngigkeit von p/ = %1 ein,

und zwar

_J1 firp=0bzw. p=1,
f“(0+)_{0 fir p’ > 0 bzw. p > 1.



