Das Integral Te(*ti)t .= f o= platHiw)T g D

2t\/7

I. Es sei die Funktion ei: IR — IR definiert durch

oy 2 eV’
ei(z) := ﬁo/ dy . (1)

Dann gilt firw e Rund t > 0

Satz 1:
P im 2 [ osunda = % )
w = — [ coswraxr = e s
i
\/_0
Gw): = = 7 inwrds = e~ ei(£) 3)
w = — (& Ssinwraxr = e elg,
i
\/_0
und

w?2

H(w) = F(w) + iG(w f/ e e dy = e T [1+iei(2)].  (4)

Beweis fiir (2). Auf Grund der gleichméafligen Konvergenz des Integrales

oo

2 2
/ - g COS wac) dxr = 7 sinwzdz
0

\/_

o0
/ —=* Sinwads .
0

Durch partielle Integration mit den Setzungen u’ = —2xe_z2,v = \/L; sinwz und

2
— /
u=e * v =

auf IR ist

3|

coswz folgt

Skt

_g28in waz

F'(w) = [e 77 o —%0/ Cosw:cdx:—%F(w).

D' Die Bedeutung des linearen Operators 7:C°([0, oo[) — C°([0, oo[) besteht in
folgendem Zusammenhang mit der durch den linearen Operator £ symbolisierten

Laplace-Transformation: Ist Lf(t) = [ e™*'dt = F(s) und f(t) =Tf(), so ist
TLf(t) = F(Vs) baw. Lf(t) = F(\/5).



Diese homogene lineare Differentialgleichung hat die allgemeine Losung

L«JZ
Fw)=Ce T

mit einer willkiirlichen Konstanten C € IR, fiir welche dann C' = 1 wegen

F(0) = % 761 dz =

2

F(w) = e T

und somit

gelten muf3.

Beweis fir (2). Auf Grund der gleichméBigen Konvergenz des Integrales

o0
{L‘
/ sm wa: T / coswzxdx
0 0

Sl

auf IR ist

2 T g2
G'(w)= = [ ze™™ coswzdz.
ﬁ/
0

Durch partielle Integration mit den Setzungen u = 2ze™ " v = \/LE coswx und

u=—e " v :—\/i;sinwx folgt

22 COS wx 1

G'(w) = |—e” —7r . \/_/ * sinwedr = 7 gG(w).

Diese lineare jetzt inhomogene Differentialgleichung hat die homogene Losung

Gr(w) = Ce™“T mit einer willkiirlichen Konstanten C; zur Konstruktion einer
partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung dient (mit einer zu bestimmen-

w2
den Funktion ¢(w))) der Ansatz Gp(w) = c(w)e™ 7 ; er liefert
G (w) + Ya (w) = c'(w)e_WT:2 — c(w)ge_ﬂ_2 + c(w)ge_wTQ S
P 2 PN 2 2 RV

Daraus folgt

/ 1 w?
c(w) = ﬁeT
und damit
w . © ) 5
c(w) = /c/(y)dy = —/edey = —/ez dz =ei(%)
T ™
0 0 0
Somit ist

und wegen G(0) =0



IL. Sei weiter fiir (z,w) € R?

~ 9 -
F(z,w):= ﬁ/6_22 coswzdz (5)
é<>—27-22 d (6)
T,w) = NG e % sinwzdz
sowie durch Zusammenfassen
H(2,w) = Flz,w) + iCH 27 —2? giwz g (7)
r,w) = F(z,w) +iG(z,w) = — z.
) ﬁ
Satz 2: Es gilt fiir (z,w) € R
5
Fow) = e ferte(w) e [ o sin2od (3)
T,w)=-e erfc(x) — e NG e¥” sin 2zydy | .
0
%
é( ) w42 —LL‘Q 2 / y2 2 d (9)
T,w e e NG e¥ cos2xydy,
0
H(z,w) — e [erfc( +ie —/ 22mydy}. (10)
\/_O

Beweis fiir (8): Es gilt

OF __2 ze” " sinwzdz;
ow  Jm ’
x
daraus wird durch partielle Integration mit den Setzungen u'(z) = —Qze_ZQ,

v(z) = \/LE sinwz sowie u(z) = 6_Z2,U,(2) = 7 coswz

oo

8ﬁ(x,w) B [e_zz sin wz] oo w /e_zz coswads — o7 sin wx wﬁ’(:c )
ow VT ole 7 N Nz 2 VT
also B
oF  w~ _g2Sinwx
4 X =_
ow 2 NZs
Mit dem partikuldren Integral
w B
_w? 2 1 22 _w? g2 2
e T —e —/64 sinzxdz = —e % e —/ey sin 2zydy
o NZs
0 0



wird

3

F(z,w) _“)4_2[(> ‘w22/_y2'2 d]
T,w)=¢e c(r) —e * —= [ €Y sin2yxdy| .
\/_O

~ wZ
Dabei ist ¢(0) = 1 wegen F(0,w) = F(w) = e~ 4 fiir w € IR. Durch Bildung der
partiellen Ableitung von (5) nach der Variablen x folgt einerseits

aﬁ’(x,w)_a 2 Ooz2 2 .2

xT
e coswzdz = ———e Cos Wz ,

ox or \/_ NG
und unter Beriicksichtlgung von

2 2
Y

O\MIE

1 w? 2z .
ye? ® cos 2zydy = — (e ¥ coswzx — 1) + — [ e’ sin2zydy
andererselts
g
F _w? 2 2
0 gi’w) = %e 1 {c(x)—e 27/ey Sln2yardy}
0
g
_w2 |, 22 2
=e 1 {c () + 2ze —/ey sin 2zydy
™
0
) g
2 2
—2e —/yey costydy}
™
0
w? 2 w?2
=e T[d(x)+e " \%(1 —e T coswr)]
= e_% [ (z) + le_x2] _ 2 CoS Wx = —le_w2 COS WX ;
NG NG VT ’

daraus folgt ¢’(z) = ——=e " und

c(:v):c(O)vL/OIc/(&)dﬁ—l——/ e de = 1 — erf(z) = erfe().

Somit ist (8) gezeigt. Zur Berechnung des Integrales (9) ist zunéchst

G (z,w) 2 / .2
——=— [ ze coswzdz
Ow N3
und analog durch partielle Integration mit den Setzungen u’ = 2z¢7% ,U = %
.2 w .
und u = —e ,v/:—\/—Fsmwz ist
oG _ 2 /ze_z2 coswzdz = ! {e_zz coswz d /e < sinwzdz
Ow VT VT

x

w/-\/
e " coswaz—gG,

\/E
L*Q
N



also é(az, w) Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung

G ~ 1
6’G—i-gG:—e mzcoswx.

dw 2 VT

Mit dem partikuldren Integral

w

1 z2 w2 2

e /64 coszxdz = e 4

Nz
0

/e cos 2zydy
0

Elw

wird

é(az,w):e_%[é(x)—i—e = ] cos2asydy}

w?2

wobei G(0,w) = G(w) = e” T ei(y) fiir w € IR. Partielle Differentiation fiihrt zu

~ Pl
w2
—0G(8:;,w) =e 1 [5/(37) —2ze™® _\/2E /ey2 cos 2xydy
0

/ sin nydy]
0

dabei wurde von

2 /yey2 sin 2zydy = ! {eyz sin 293y /ey cos 2zydy
™ T
VT ) VT )

2
/ey cos 2zydy
0

Gebrauch gemacht, sodaf3 fur

8

0G(@,w) _ 0 2 e sinwzdz =

2 _
ox Oz /7 T
w? 2
=—e 18 (x)— ﬁe_x2 sinwz
also & (z) = 0 und é(x) = ¢(0) folgt. Wegen

w?2

~ 2
GO,w)=e" T [¢(0) +ei(%)] =Gw) =e Tei(¥)
ist ¢(0) = 0, woraus schliellich die Behauptung (9) folgt. Die Zusammenfassung
H := F +iG ergibt schlielich (10).

Definition: Seien die reellen Funktionen erf :IR — IR und erfc:IR — R



gegeben durch

erf(x) :=

Sl
O\a

Dann sei fir s =z + 1w € C

erf(s) := erf(z + iw), erfc(s) := erfe(z + iw),

symbolisch
5 THiw 5 00
erf(s):ﬁ / eV dy, erfc(s):ﬁ / eV dy.
0 r+iw

Satz 3: Es gilt fiir s € C
erfe(s) = e(gsfﬁ(%s, —29s),

im Detail

s

2 .
/ey 672z:cydy7
0

s

2 .
eI'fC(S) = erfC(%s) _ ie—(ﬁ?s)2 ﬁ /ey2€—2m?ydy )
0

erf(s) = erf(Rs) + je~(R)”

Sl

Beweis fir (14): Fir s = x 4+ iw € C gilt

2

wQﬁ—( 2)_ w227o—z
e x,—2w) =e NG e

[ee]

= % / enydy = erfe(z + iw) .

T4+iw

Fiir (16) ist die Darstellung (10) dienlich,

o 22 [
erfc(x + iw) = e”QH(w, —2w) = erfc(x) + ie a? & / e z262mzdz
NZs
0

w
.2 2 _.2 _o;
=erfc(z) —ie” " — [ e e T7dz,
7/
0

damit wird (15) bestéatigt durch

3

erf(z +iw) = 1 — exfe(w + iw) = erf(z) + ie ™" % /e—ﬁe_zmdz‘
0

2 oo
e_y2dy, erfc(z) :=1—erf(z) = NG /6_y2dy.

_9; 2 _ ;
e szde: ﬁ/e (z+zw)2dz



Folgerung 1: Durch Real- und Imaginarteilbildung ergibt sich

Fs

Rerfe(s) = e(SS)Qﬁ(JZ,Qw):erfC(%s) e~ (o) \/2_ e’ Sln(2y3?s)dy, (17)
™
Serfe(s) = —e(gs)2(~¥(x, 2w) = e~ (R = / cos(2yRs)d (18)
0
Fiir s = iw,w € IR bedeutet dies
2 2 T _,2 2
Rerfe(iw) = e* —/e ® cos2wzdz =e€¥ F(2w) =1, (19)
NS

3

w2 2 2 2
Serfe(iw) = —e” / ~ §in2wedz = —e¥ G(2w) = ——/ez dz
v VT )

— —ei(w), (20)
also

erf(iw) = % /e_ZZdz =iei(w), erfc(iw) = % / e dr=1- iei(w). (21)

Folgerung 2: Es gilt fiir s € C
‘erfc(s)) < e(89)° ‘ﬁ(?ﬁs, —2%8)’ < e(89)° erfc(Rs) (22)

und

e erfc(s)’ < e ’PNI(%S, —2%5)‘ < e erfc(Rs) . (23)

ITI. Es sei fiir (r,w) € R* ¢t >0

- 1 T 2
F(z,w,t): = /T@Tte” coswTtdT , (24)
2t/ mt
™
oo
G(a,w,1) ! / % o7 sinwrd (25)
T,w,t) = Te 4 e"T sinwTtdr
2t\/mt
vt

und fir s =z +iw € C

Te't = H(z,w,t) = F(z,w,t)+iG(z,w,t)

/Te e Tdr. (26)

Satz 4: Fiir (z,w) € R?, t > 0 ist

ﬁ(m, w,t) = \/% + ew2t§R[ses2tﬁ(—m\/ﬂ 2wx/¥)} (27)

G(z,w,t) = WQtS[SQSQtﬁ(—I\/E, Zwﬁ)] (28)



beziehungsweise
~ 1 2
Te't = H(z,w,t) = —— + se® Lerfe(—sVt). 29
(@) = o= (~sv) (29)

Beweis fiir (27): Es gilt

F(z,w,t) = —2VD? Coswrdr
2t\/_
und mit der Substitution z = PN x\/_
F(z,w,t) = / z 4 z\/t)e - cos[2wVt(z + zV/t)]dz
\/_
Vi
= Fi(z,w,t) + Fa(z,w,t).
Dabei ist
~ 2 y
Fi(z,w,t) = — ze™% cos[2wVt(z + zV/t)]d
(oot = = [ Dldz
—zV't
= Le’c% [[—e_ZQ cos[2wVt(z + $\/Z)H >
vt oV
— 2w/t / - sin[2wV/t(z + x\/_)]dz}
Vi
! et [ —2t 9t / - sin[2wv/t( z—i—a:\/_)]dz}
vt
i
x2t 2 Vi —22 .
= —we” ' — / e " sin[2wVt(z + zVt)|dz
NZS
aVi

— we” ! [ cos 2wt G(—av/E, 2wV/E) + sin 2wt F(—av/E, 20V
— we 2,3% [ﬁ(-il?\/%, 2u}\/¥)62ith]
— we S [f](—m\/i, QW\/E)G(IHW)%]

A-2-3- -
~ ~ ~ ~+
8

und weiter
oo

Fy(z,w,t) = :cew%i / e cos[2wVt(z + zVt)]dz
N3
Vi
— et [ cos Qwat F(—zV't, 20\Vt) — sin 2wt G(—z V1, 2w\/%)}
— e IR [ﬁ(—w\/g, Zw\/i)ezi“’mt]

a:e“)Qt%[fNI(—x\/z, 2w\/i)e(z+w)2t] .



Mit s =z + iw € C wird (27) z

F(z,w,t) = \/% + ew%m(:p +iw) H(—av/E, 20V/T)e> ]
= LR T 200D

Beuweis fiir (28):. Analog wird aus (25) mit Hilfe der Substitution z = ;7= — o/t

oo
~ 1 22 —(—ZL=—2x 2,
G(z,w,t) = e t/Te 7D sinwrdr

et / (z + ZB\/E)G_ZQ sin[2wVt(z + zV't)]dz

—zVt
= él(x,w,t) + ég(x,w,t) )
Es ergibt sich fiir

Gi(z,w,t) = €”

{[_6—22 sin2wVt(z + 2v1)]]%, .
+ 2wVt / - cos2wVt(z + zV't)]dz
—z\/t

/ e cos[2wVt(z + xV/t)|dz

—xVt

x°t
=€ w

il

&

o0

2 2 .2
=" 'w|cos 2wt —— / e % cos2zwVtdz
VLS

—z\t

2 T _

— sin 2thﬁ / e sin2zwV/tdz
—aovE

— we™ t [ cos QwrtF(—xv/t, 2wat) — sin 2wztG(—zV/1, Qwﬁ)}

= wem%%[f[(—x\/z, 2wx/¥)e2wzt]

= wewzt%[ﬁ(—m\/ﬂ 2w\/¥)e(x+w)2t]

und
Ga(z,w,t) = ze® t\/_ / - sin[2wVt(z + zV't)]dz
—z\t
= ze® ! [ cos 2watG(—zVt, 2w\V/) + sin 2wat F(—zV/t, Qwﬂ)]
2tS[H( TVt 2wV/t)e? ]
‘”Qt%[H( Ve, 2w\/_) (a+iw)? t].

xT
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Zusammengenommen ergibt dies
Gz, w,t) = et ses2tﬁ(—m\/£, 2w\/%)] .

Beweis fiir (29): Fir s = z + iw ist

Te't =

2t\/_ e T e*Tdr = F(z,w,t) + iG(z,w, )
1 w? 2t 73 e s2t 77 — n
= NG +e [ﬂ‘ﬁ(se H(—zV1, 2w\/1_f)) +iS(se” "H( Vt,2 \/Z))]

1 24
= —— 4 se® Terfe(—sVt),
pr ( )

worin (14) verwendet wurde.

IV. Bemerkenswert ist der folgende Zusammenhang des Integraloperators
7T mit der Faltung beziiglich der Laplace-Transformation:

Satz 5. Sind f(¢) und g(t) reelle Funktionen, die nicht stéarker als expo-
nentiell anwachsen, so gilt das gleiche fiir das Faltungsintegral

h(t) = [f * (1) /f gt —7)d

insbesondere ist

(T 1)+ (Tg)lt) = [T(f*9)l(t)- (30)
Beweis: Es bezeichne F(s) = G(s) = Lg(t) und H(s) = Lh(t) mit h(t) =
); L[Tg](t) = G(V/s) und

Lf(t),
[f * g](t). Dann ist L[T f](t) = F(\/s
L[T

H(y/'s) = LITh(t) = LIT(f * 9)](t)

und mit

H(Vs) = F(Vs)G(Vs)
weiter

H(Vs) = L(Tf]*[Tg])
also

LT f]=[Tg]) = LIT(f *9)]

und daher

T(f+9)=(Tf)=(Tyg),
da die Laplace-Transformation und ebenso die Transformation 7 injektiv ist.

V. Schlieflich sei fiir s = z 4+ iw € C und ¢t > 0 das Integral

t t e’}
/ 1 7'2
T st dt = — Iz srd
/ e /(211:\/%/6 e T)dx (30)
0 0 0

untersucht.
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Durch Einsetzen aus (29) folgt
t

t
/’TeSt/dt = /[\/% tses T erfc(—s\/?)] dr
0 0

t

2 s27
= ﬁ\/f—ks/e erfc(—s/7)dr

0
und weiter durch partielle Integration mit u(7r) = erfc(—s+/7),v' (1) = e’ bazw.
o(r) = BT (r) = e

t

t
st/ 2 s2r t 1 d’]’
/Tetdt:7ﬂ+s[[s%e erfo(—sx/F)]O— /W}
0

v sV )
2 11 s2¢
= ﬁ\ﬁ—i— 3 [e erfc(—sx/f) — 1}
= L erfo(—svE) — 1]. (31)



