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29 Stabilitat von Gleichgewichtslagen

29.1 Stabilitat von Systemzustanden

l P ...Richtungstreue Last

(o)

A

Aufgabe: Untersuche ¢ = 0 auf Stabilitat:

Stabilitatskriterien

Nichtlineare Federkennline

@

f(@) =y10 +v20* +y30° + -

* Dynamische Methode
* Energiemethode
* Gleichgewichtsmethode
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29.2 Dynamische Methode
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29.2 Dynamische Methode

Bewegungsgleichung aufstellen — linearisieren — l6sen:

[p = —f(¢@)+ Plsing

I =—y19 + Pl

. ¥1— Pl
p+—F—9=0

Linearisierung

Also wenn:

y1 — Pl >0 — ¢ = 0 ist stabil

y1 — Pl <0 — ¢ = 0 ist instabil

P =" = Py .. Kriische Last (Stabilititsgrenze)

Mechanik Il

29 Stabilitat von Gleichgewichtslagen




MONTAN

UNIVERSITAT

WWWW.UNILEDBEN.AC.AT

29.3 Energiemethode [IJnX]

29.3 Energiemethode

Die Energiemethode funktioniert nur dann, wenn alle Krafte (innere und auliere) ein Potential besitzen.
System mit n DOFs: V(qy, ..., q5)
Gleichgewicht, wenn A =0 - 6V =0
n
6V=za—V§qi=0 Yy
£ 0g; dq;

Der Gleichgewichtszustand wird reprasentiert durch qo- Fur Stabilitat muss V im
Gleichgewichtszustand 9o ein Minimum sein, also

8%V > 0 | Kriterium von Dirichlet

Stabile Gleichgewichtslage Instabile Gleichgewichtslage

Bei einer stabilen Gleichgewichtslage fuhrt eine Storbewegung zu einer begrenzten Auslenkung.
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29.3 Energiemethode [IJnX]
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Beweis: Das Nullniveau wird so gewahlt, dass im Gleichgewicht V = 0 ein Minimum ist,

also IV > 0 fur alle Nachbarlagen.

Die mit einer Storung des Systems verbundenen Energieanteile seien /, und T, die
anfangliche Gesamtenergie ist demnach E, (konservative Krafte sind ja vorausgesetzt):

Eg=Ty+V,=E=V+T —> V=E,—~T<E,weilT>0

also: 0 <V <E,

IV bleibt also beschrankt, wenn im Gleichgewicht V = 0
ein Minimum ist!

Im vorherigen Beispiel gilt also:

@
V =—=Pl(1—cosp) + j f(p)de
0

av
g
0%V
0>

— = —Plsing + f(¢) =0 ¢ = 0...Gleichgewichtslage

—— = —Plcoso + f'(¢) om0 0 f'(@) =v1 + 2y, + 3y30° + -+

—Pl + vy, > 0, dann stabil
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n
%V
Fur mehrere DOF's liegt ein stabiles Gleichgewicht vor, wenn: 5%V = Z Z 8qi6q; >0

i=1 j=1 99:94;
2%V 2%V 0%V
dq?  0q.0q; " 0q,0qy
Obige Bedingung ist dann erfilllt, 0%V 0%V 0%V >0
wenn folgende Matrix positiv definit 0q,0q, 6q§ dq,0qy
st oV 0%V 0%V Hurwitz Determinante
0q,0q, 0q,0q; aq;,

Die Matrix muss positiv definit sein. Das bedingt, dass auch alle (nordwestlichen)
Subdeterminanten >0 sein missen:

0%V -0

dq?

a2V a2V a2y \?
_2’_2_ > 0
dqy 0q; 09,09,

etc.
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29.3 Energiemethode [IJnX]
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Beispiel:
Geg.: r, R, h, reines Rollen
Ges.: h flr stabiles Gleichgewicht

]

-

| ——
(r — h) cos(@ + Y)
(R + 1) cos(y)

Aufgrund des reinen Rollens existiert nur ein
Freiheitsgrad.

Rollbedingung: r¢ = Ry —

&lsm
SRR

r
R

V=mgz=mg[(R+71)cosy — (r—h)cos(p + )]
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29.3 Energiemethode [IJnX]
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VW o mg(R+7)sing =+ mg(r — Wysin(o + ) (1+2) = 0
P mg T‘Slnl/)R mg(r sin(¢g 1/)( §>_
0’V R+r r? o —h N LT f\
6<p2_mg R COSl/JR r — h) cos(¢ 1/))( +E> e ] = \
\7@/ 3
S| @
Fur Gleichgewichtslage ¢ = 0,y =0 : g =
L /R =+
|| =
82y _ R4r_ , 5 S
6_<pz mg 3 [-r“+ (r—h)(R+71)] ,
®=0, P=0
Aus
Probe fir R = o
a2V
902 07 h<r  stabil

12+ @ —-hR+1r)>0

—124rR—Rh+1r>—1h>0
TrR—h(R+r)>0
TR
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29.4 Gleichgewichtsmethode [IJnX]
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29.4 Gleichgewichtsmethode

Die Gleichgewichtsmethode gibt Auskunft, ob neben der untersuchten Gleichgewichtslage
weitere Gleichgewichtslagen existieren.

ZM=O: f(@p) = Plsing
3
2 3 _ . _ (‘p
Y1 + V207 + V3¢ +---—Plsmcp—Pl<cp—;+--->

Wann hat diese Gleichung nicht-triviale Losungen?

|
(o) Bei einem linearen Federgesetz existieren nur
dann weitere Losungen (und somit andere
Gleichgewichtslagen), wenn Steigung der Feder
kleiner ist als die Steigung der Funktion Pl sin ¢
ausgewertet an der Stelle ¢ = 0.

Das ist erflllt, wenn y; < Pl

Somit ist im Umkehrschluss das
System stabil, wenn y; > Pl
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29.5 Verzweigung und Durchschlagen [an]
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29.5 Verzweigung und Durchschlagen
Kennzeichnend fur Stabilitatsprobleme ist die Mehrdeutigkeit zwischen Belastung und Verschiebung.

29.5.1 Verzweigungsproblem
Das System erreicht einen Verzweigungspunkt, an dem zwei oder mehrere Gleichgewichtspfade
kreuzen. Das System verlasst den primaren Gleichgewichtspfad und geht in einen anderen Uber.
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29.5 Verzweigung und Durchschlagen [an]
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29.5.2 Durchschlagsproblem

Bei Durchschlagsproblemen besitzt die Kraft-Verformungskurve Extremwerte. Bei Erreichen einer
kritischen Last schlagt die Struktur schlagartig in eine andere Gleichgewichtslage durch.

stabil

Fierit

stabil

instabil
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