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27. Lagrange-Gleichungen
Zur Erinnerung:
6A = f f-éradv
, =
Das Prinzip von d'Alembert besagt 64 — f a-érdm=0
m

a
r(q1 G2. G3. - o) = 07 = By 5= 64

n ... Anzahl der Freiheitsgrade (DOFs)
q; ... verallgemeinerte Koordinaten

Freiheitsgrad ... Koordinate oder Winkellage

fv LSrdV = f Z - Sq.dV = Zj f—dV{Sql ZQlqul

Q verallgemelnerte Krafte

n n
[aroran=[ o355 onan 3 [ larggamo
a. J— m = a -—dadm .
. £Lidq = oqf O

i=1" ™M
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Wir bilden nun folgende Zeitableitung:

d( or\__ or  dor L L3
dt\2 8q,) % 9q, T % dtag, = dq; |dt

i=1 i=1"™
n
d Zag +6£ 0 v  Or
V=—7¢ry = o E— N e _—— = —
T dtT £i0g T 5 aq; dq; Oq;
J‘ ard _j d ar p j d or
N e T T A Tl
Y I
(1) (2)

0 f d .9, dj oy _d a1j sy A 0T
— W -=——)am = — Ver/7am = ——=- vtam = ————
m dt — aql dt m aql dt6q12 m dtaqi

@) f dafd j agd d 1j 2 4 oT
v-——dm = v-—-dm=—=| vidm=—0
m — dtdg; m — 0q; 2q;2 J,, aq;
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Wir kdnnen nun die virtuelle Arbeit der d‘Alembertschen Tragheitskrafte wie folgt schreiben:

Zn:f or Z":(d oT 0T>6
a-— m . — — —
L)y % 9, M T L\deag; ~ aq;)

i=1

Insgesamt |Iasst sich somit das Prinzip von d'Alembert folgendermalf’en umschreiben:
SA — j srd Z d o += T\ 54, = 0
a r m = Ql dt aql l ql -

q; --- DOFs, voneinander unabhangig - das muss nicht notwendigerweise fur 6q; gelten.

Gewisse Systeme haben ,im Grof3en“ mehr DOFs als ,im Kleinen®, immer dann, wenn es
Zusammenhange zwischen verallgemeinerter Geschwindigkeiten g; gibt.

Man nennt derartige Systeme nicht-holonome Systeme
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Beispiel fur ein nicht-holonomes System: Schlittschuh

dx .

Jf = X = vCose
ay .

7¢ =~V = vsing
dx _cos@ .
dy_sincp_CO(p

-  Ox = cotp 8y

... Zusammenhang zwischen &x und 6y!
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Vorteile:
* Virtuell leistungslose Krafte treten nicht auf!
» Besitzen die Krafte ein Potential V=U+W

U ... Potential der inneren Krafte

W ... Potential der aul3eren Krafte

n

dann: n
—8V =84 = ) Qidq =~ ) =3,
i=1

d oT 0T oV

P — — +
dtoq; 0Jq; 0q; ... das Potential hangt nicht

EinfGhren einer Funktion £L = T —V ... Lagrange Funktion von den verallgemeinerten
Geschwindigkeiten ab

d 0L aﬁ_daT d oV aT+aV_daT aT+aV
dtdq; dq; dtdq; -dtdq; dq; dq; dtdq; 0Jq; Jq;

Krafte, die kein Potential besitzen (z.B. Reibungskrafte),
verbleiben als verallgemeinerte Krafte auf der rechten ————=(;
Seite der Lagrange-Gleichungen:
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Arten von Zwangsbedingungen:

* holonome (= ganzgesetzlich) Zwangsbedingungen z.B. bei Fihrungen - verknupfen die
Lagekoordinaten miteinander - Reduktion der DOFs

DOF =6r—-k k ... Anzahl der holonomen Zwangsbedingungen

r ... Anzahl der starren Korper

Es kommen aber keine g; vor.

* holonom skleronome (=starrgesetzlich) Zwangsbedingungen sind holonome
Zwangsbedingungen, die nicht von der Zeit abhangen.

* holonom rheonome (=flieRgesetzlich) Zwangsbedingungen hangen explizit von der Zeit ab.

* nicht-holonome Zwangsbedingungen enthalten Ableitungen der verallgemeinerten Koordinaten
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Mathematischer Einschub: Variationsrechnung

Geg.: F(x,y(x),y'(x)) mit Randbedingungen: y(a), y(b)

yn
5y

y(x)

> X

a b

Ges.: Jene Funktion y(x), die folgendes Funktional minimiert/maximiert
b

1) = j FOy(0),y () dx

a

- Um ein Extremum von I(y) zu finden, muss gelten:  §I(y,dy) = 0 ...Euler-Lagrange-Gleichung

Losung: Man erhalt y(x) aus der Eulerschen Differentialgleichung:

d (OF J0F 0
dx \dy' dy
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Beweis:

b
51(y,8y) = f [Foy + 8y, +68y") — F(x,y,y)] dx = 0

a

Taylorreihen-Entwicklung:

! ! / aF aF 7
F(x,y +6y,y +5y)zF(x,y,y)+@5y+a—w6y
61(y, b6y) = aF(S +6F6'd = aFS +6Fd5 dx =0

Partielle Integration:

b

[ (@t )a=toast” J B

a

Der Randterm fallt aufgrund der RB
y(a),y(b) weg.

b

oF d [(0F I .. N . T
also: &I = or a Sydx =0 muss fqr bellgblge &y gelten. Das |§t nur moglich,
oy dx\ody' wenn die eckige Klammer verschwindet.

a
— =0, siehe oben. g.e.d.
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Beispiel:

Geg.: y(a),y(b),F(x,y,y") = ‘/1 +y'?
b
Ges.: y(x), sodass f: F(x,y,y')dx =j /1 + y'% dx minimal wird
a

> i(a_F>_a_F=

dx \dy' dy
oF 2y oF
0y 2 1+y"? oy

d(@F) s y\/1+y’2y _y"(lﬂyy'{—%:o > y'=0

dx \dy’ 1+y” T 11y

> y&x)=Cx+D ausRB:y(a),y(h)—~C,D
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Beispiel: Seifenhaut Uber zwei Ringen

Ges.: y(x), sodass die Oberflache minimal wird
Ringe
Losung: Kettenlinie y(x) = cosh(x)

v

Seifenhaut

Man ersetze nun im allgemeinen Formalismus der Variationsrechnung F(x,y,y") = L(t,q;,q;),
dann erhalt man:

W = fttlzﬁ(t, qi,g;)dt = min W ... Wirkungsfunktional

Hamiltonsches Prinzip: beruht auf der Extremalisierung des Wirkungsfunktionals, hier gebildet mit
der Lagrange-Funktion L =T -V

d

Das fuhrt wieder auf — (

oc\ oL
dt

9q;) 9a;
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L NLESENAC AT Xo = acosvt
27.2 Schwingungstilger Xq 1A
Gegeben: m;,m,, ¢y, ¢y, kq, ko, x9 = acosvt
Gesucht: Bewegungsgleichungen ‘, ] k1
Zwei Freiheitsgrade: x4, x,
* | —
. . . X1 m
X, ist die vorgegebene Bewegung, daher kein DOF ¢, 1 I::l k, Tg
Energien: X2 m,

Kinetische Energie: T = %mlxlz + %mzxzz

Pot. Energie der inneren Krafte: U = Cz—l(x1 —xg)% + CZ—Z(x2 — x1)?

Pot. Energie der aul3eren Krafte: W = —m;gx; — m,gx,

Potentielle Energie: V =U + W = —m,;gx; — m,gx, + %(x1 —x0)% + CZ—Z(xZ —x1)?

Lagrange Funktion

— 1o, 1y €1 , G2 2
L—T_V—§m1x1 +§m2x2 +my; gx; +m2gx2—?(x1—x0) _E(xz_xﬂ
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AR
X0
Dampfung:
Dy = —k1(x1 — %o) ¢ I::' k1
Dy = =k, (%, — %1)
* L
B m 1
. g
AuRere Arbeit nach d‘Alembert: €2 F &,
¢ —
Xz m2

A = Dy (6x; — 5x5) + D, (8x; — 6x;)
- 6xy = 0 da kein Freiheitsgrad
0A = —ky (% — X0)6x; — ky (% — %1)(6x, — 6x1) =
‘[—k1 (X1 — %o) + kp (%, — 551)]5951 _l[kz (%, — J'51)],5952
| Y
Q1 Q>
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- doL L
ur Erinnerung: atag,  9q, Q;
_ _ o2, 1 .2 €1 5, €2 5
L=T-V= S MXy™ + 5MpXp™ +My gXy + MagXp — ?(x1 —X0)" — ?(xz — X)
oL oL
ox, | n 0x, 2
dfoc\ . dfoc\
dt\ax, )~ ™A dt\ox, ) ~ 2
0L
. Y~ 101 — x0) + c2(x2 — x1)
X1
0L
a_xz =myg — (X — x1)
=1rmy¥ —myg + ¢ (5 — x0) — (2 — x1) = —ky (X — %) + ko (3, — %q)
| =2:my¥; —myg + c2(x; — x1) = —k, (%, — %q)
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Das lasst sich ubersichtlicher auch so schreiben:

Mx + Dx + Kx = E
Tragheitsterm Dampfungsterm Steifigkeitsterm Lastterm
ﬂ ...Massenmatrix
2 ... Dampfungsmatrix
g ...Steifigkeitsmatrix
F ... Kraft-/Lastvektor
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Losung der gekoppelten linearen Differentialgleichungen des Systems:
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x; = x" + x,P x;" = Acos(wt — €) Annahme: ungedampftes System

Xy = X" + x,P x," = Bcos(wt — €) > ki, k=0

—myw?A CM + (c;+cy) Acos(wt—c¢€) —c, B W) =0
—m,w?B co;(,urt—/s)+cz B cos —s)—czAcW) =0

(—miw?+c;+c)A—c;B=0
—> Eigenwertproblem
—c, A+ (—myw? +¢c,)B =0

2
. L .. . -mw-+c+c —C
Nichttriviale Lésungen fiir A und B wenn 1 1hr2 2

—cy —myw? + ¢,

> mymyw?* — [myc, + my(cy + c)]w? + ¢ic, =0 LOsung: w?, w3...Eigenfrequenzen des
Systems

x;" = A; cos(wit — g;) + A, cos(w,t — €5)
homogene Losung!
x," = B; cos(w,t — &) + B, cos(w,t — &,)
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Fur die partikulare Losung machen wir folgenden Ansatz:
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x,¥ = E + Fcosvt

x,¥' =G+ Hcosvt

Einsetzen in die Bewegungsgleichungen liefert:

—myVv2F cosvt + (c;+¢;) (E + F cosvt) — ¢, (G + H cosvt) = myg + ciacosvt (1)

—m,Vv2H cos vt + ¢, (G + H cosvt) — ¢, (E + F cos vt) =Mm,g (2)

Die Gleichungen mussen zu jedem beliebigen Zeitpunkt t erfullt sein. Dass ist nur moglich,
wenn in (1)

[-mv? + (ci+c)]F —c, H=c;a (1)
E, G liefern die statische Absenkung

(Crtc) E—c G =mg (10) unter Eigengewicht

und in (2) F, H liefern die Amplituden der
—c, F+(—myv? +cy, )H=0 (2a) Schwingung
—Cc, E+ ¢, G =myg (2b)
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Aus (1a) und (2a) folgt
_ 2
F= (cz = myvi)ey H = C1C2 a
D(v) D(v)
D(v) = [-m;v? + (¢c;+¢,)](—m,Vv2 + ¢, ) — c4... Determinante aus der Kramerschen Regel
F o, H | Far vollstandiges Tilgen der
Schwingungmuss F =0 — :l—z = v2
2
Wenn diese Bedingung erfullt ist, so
wird D(v) = —c2, somit H = —%a
2
my \Y
m;
1 3
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