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Gesucht ist eine Methode, mit der man fur ein System mit n-Freiheitsgraden nur genau
n Gleichungen anschreibt, ohne zusatzliche Unbekannte einfihren zu mussen.

Fur ein System bestehend aus r starren Korpern und n Freiheitsgraden gilt:

in der Ebene: n<3r
im Raum: n<eor

Die Lage des Systems ist durch n Lagekoordinaten q;(t) i = 1...n definiert. Die Lagekoordinaten
sind gleichzeitig die Freiheitsgrade des Systems.
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Wir halten die Zeit an und erteilen dem System eine virtuelle Verschiebung mit folgenden
Eigenschaften:

Virtuelle Verschiebungen mussen geometrisch moglich sein (Randbedingungen durfen nicht
verletzt werden),

* die Verschiebungen sind klein gegentber den Abmessungen,

* Es handelt sich nur um gedachte Verschiebungen. Sie miussen mit der tatsachlichen
Bewegung nicht Ubereinstimmen,

* Die virtuellen Verschiebungen werden durch das Variationssymbol § gekennzeichnet.
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Die Position eines beliebigen Punkts des Systems ist somit eine Funktion der Freiheitsgrade r(q; ... g,,)-
Fur die Variationsableitung (=virtuelle Verschiebung dieses Punkts) gilt:
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Die Multiplikation des dynamischen Grundgesetzes mit 6r liefert

f-pa=0 - (f-pa)-sr=0

Die Integration Uber das Volumen des Systems ergibt

jV (z—pg)-6£dV=0

Das entspricht der virtuellen Arbeit

6A = f f-8rdV  Aufspalten von 64 = 64 + 64"
v —, Virtuelle Arbeit der aulReren Krafte
> Virtuelle Arbeit der inneren Krafte

Mit dm = pdV wird daraus 6AW + §A@ — ] a-6rdm=0

m
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Im Starkorper i des Systems gilt:

ap - 0rpdm = f ap - (81s; + 80y X 1ps;) dm
i m;

m;ag; - 61s; + 0q; - f (rpsi X ap) dm
m;
\

J

L

Allg: Definition Drehimpuls: D; = J (rp X vp) dm
m

i

— Multiplizieren mit dt

r
SA@ + 54D — z(miQSi + 875 + Dy - 6ay) = 0
i=1

Mechanik Il

— Formales Ersetzen von d durch é

— > Dq; bezliglich Schwerpunkt, siehe Momentensatz

Diese Relation stellt das d‘Alembertsche Prinzip
fur ein System aus mehreren, miteinander
verbundenen starren Korpern dar. Bei einer
virtuellen Verschiebung eines Systems aus der
Ruhelage heraus ist die von den aulderen, den

inneren und den Tragheitskraften geleistete
Arbeit gleich null.
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26.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

FuUr das in Ruhe befindliche System gilt offensichtlich

64 = 6A@W + 54D = ¢

Bei der virtuellen Verschiebung eines Systems aus der Gleichgewichtslage heraus, ist die von den
inneren und auleren Kraften geleistete virtuelle Arbeit gleich null.

Diese Aussage ist insbesondere dann wertvoll, wenn gewisse Kraftegruppen virtuell leistungslos sind,
wie das beispielsweise bei idealen Fuhrungen und Gelenken der Fall ist.

Bsp.: Masse in rotierendem Rohr

M/’ N ist virtuell leistungslos, da §v L N
l 7’
—I —) ——————————————— 4_’5_\/ ----- Beachte: Das System hat nur einen
(Du, - Freiheitsgrad, namlich die Verschiebung
der Masse im Rohr.
YN w ist kein Freiheitsgrad, da vorgegeben!

Aulerdem ist die Arbeit der inneren Krafte bei Starrkdrpern im allgemeinen = 0. Vorsicht ist allerdings
bei Federn geboten, denn Federkrafte sind im allgemeinen nicht virtuell leistungslos!
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Bsp.: Stabeck:

Geg. h,1,a,B,Q
Ges. P sodass Gleichgewicht herrscht

(P) _(lsina—lcosB) 5 (lcosa6a+lsin665)
0 I = lcosa+ lsinf Tp

b= - —Ilsina éda + LcosB 6f
Q—<0> - =<lsina) Sr =<lcosa6a>
<~ \Q 0 lcosa - —Ilsina da

Das System besitzt nur einen Freiheitsgrad. Wenn der Winkel a sich verandert, so muss sich der
Winkel B zwangslaufig auch andern.

Die Normalkraft und die Krafte im Aufhangungspunkt sind virtuell leistungslos.
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Bsp.: Stabeck, Fortsetzung:
Das Prinzip der virtuellen Arbeit verlangt 64 = 0, also
SA=Q-0ry+P-6rp =0

6A = —Qlsinada + P(lcosa Sa+1lsinf3 6B) =0

Nebenbedingung: h = [ cos a + I sin 3, daraus folgt 6h = —Ilsina da + [ cos 3 5.
h andert sich aber nicht, somit ist auch die Variationsableitung §h = 0.

sin a

—lsinada+ lcosBSf =0 —>6B=COSB6a
sin a
6A = —Qlsinada + Pl (cosa da + sin 3 8a> =0
cos 3
_ ~ sinP B _ Q
0A = [—Q 51n0(+P<cosoc+smoccoS B)] [ba=0 - P = tanp + cota

L J
Y

muss = 0 sein, da die Gleichung fur eine beliebige Variation des
Freiheitsgrads da erfullt sein muss!
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Bsp.: Fachwerk: F A F,

A L )
Geg.: F1, F,, 1 -0 1
Ges.: Stabkraft S
[
I I )

Ersetzen des Stabes durch eine Stabkraft:

5 5
0A = (Fz +S)l6(p +Sl7+ Fll7 =0

Fy

Diese Gleichung muss fur alle §¢ Gultigkeit besitzen!!!

3 1

5¢ 1/28¢ S = _%(Fl + 2F,)

Mechanik Il 8 26 Das Prinzip von d‘Alembert




26.2 Prinzip der virtuellen Arbeit [IJr]X]

MONTAN
el L
Bsp. Trager:
Geg. P,
Ges. Moment an der dargestellten Positon 7
1
A B 2 H ¢ 516y = 3l6@
Y 3
Vaw A | o0 =250
l_ 6l RPN S S R N - S -
izpzA * Reduktion von P in diesen

Punkt.

3/? ] KpZAN | I-!orlzontalver§ch!ebungen
y sind vernachlassigbar

54 = §A@ + 540 =0

1 3
5 Unbekannte: A, B, Cy, C,, Mg 0A = —EM&p — Mép — 2Pl§5(p =0
3 Gleichgewichtsbedingungen + 2 Gelenke SA = (—EM _ éPl) S =
2 5
M = 4Pl
-5
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Bsp. Trager:
Geg. P, p
Ges. Auflagerreaktion in A
21 c
A B
A N\
l* 91 .3t -l 3l | 2 - 3l
| 5169 = 316
) —36
|

64 = §A@ + 540 =0

3
6A = 9AI8¢ +2PLZ6¢ = 0

6
SA = <9A+§P>l6cp =0

2

A=——P
15
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Bsp. Platte mit zwei Walzen:

Geg. m, a, F reines Rollen

Ges. ¥ mg

Alle Gewichtskrafte sind hier virtuell leistungslos. Die Haftkrafte sind ebenfalls virtuell leistungslos, da
sie am Momentanpol angreifen, dessen (virtuelle) Verschiebung im betrachteten Zeitpunkt null ist.

Kinematische Verhaltnisse:
Ox

n
SA@ 4+ 540 — Z(migsl- + 815 + D; - 8a;) = 0
i=1

SA® = Féx 5AW = — Starrkdrpersystem

. mxdox 1 X Ox
Féx — [ midx +2—=—+2-ma*—— | =

2272 4 2a2a
F 8 mi 6x =0
77X | 0x =

_ 8F
T 11m

P
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26.3 Das Prinzip der virtuellen Arbeit fuir deformierbare Korper

Wir bilden folgendes Integral: Am Rand gilt aus

Gleichgewichtsgrunden
f z-qu=f u-onds q=0on
s - s - -~

Wir wechseln jetzt die Schreibweise und verwenden die Index Notation:

ou; OJU -
- j (u O'U)dV f —0ojtu—=—|dV () L] =XY,Z

Einschub: Index Notation

UiOij = Z u;0;j = [ UxOxy T UyOyy + U0z u;b; = uybytu,bytub,=u-b
i=1 UyOyxz t+ uyoyz +U,0,,

Einsteinsche Summenkonvention uber wiederholte Indizes!!
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Einbau der Gleichgewichtsbedingungen: af:_’ +b; =0 b;...Volumenkrafte
]
aui
(*) = f Eaij - uibi dv
v g 3 3 3 Symmetrischer Tensor ,“mal”
1|/0y; Uj U; ' antimetrischer Tensor ist gleich
- Gl 5+ (G5 o —wnfav amamer e
74 ] L ] l
J

\ Y )\ — :
sym. Tensor  antimetrischer Tensor

[ e[ e

%4

Man beachte:
f u-qu=f §=g)dV—f u-badv
s - v oo~ 4 * ist unabhangig vom Materialgesetz!

* g,b,q im Gleichgewicht
f (g:g)dV=jg-qu+j u-bdV =" -
4 s 4 ° ¢ ukinematisch vertraglich

LJArbeit der inneren LJArbeit” der auleren
Krafte Krafte
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26.3.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen fur deformierbare Korper

Wir setzen nun in der letzten Zeile der vorigen Folie die Verschiebungen u durch virtuelle
Verschiebungen 6u

Jé‘g-qu+f 6g-QdV=f (62:0)av
s - |74 |74 -

Das kann man alternativ auch so schreiben:

f suTq ds + f suTh dV = j (627 : o) av Siehe FEM-VO
s - v v - =
L

J L J
Y I

Virtuelle Arbeit der auReren Virtuelle Arbeit der inneren
Krafte Krafte

Man beachte:

* Suund §e mussen konsistent (kinematisch moglich) sein

* das fuhrtim allgemeinen auf g, b, g nicht im Gleichgewicht!
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26.3.2 Prinzip der virtuellen Krafte

Prinzip der komplementaren virtuellen Arbeit. Nun werden nicht die Verschiebungen bei
festgehaltener Zeit variiert, sondern die Krafte:

o)

ng6qu+J gT6QdV=] el : 8o dV
s - v Vv -

Man beachte:

° (Sg, &b und §o mussen statisch maglich, d.h. im Gleichgewicht sein.

* Das fuhrt im allgemeinen auf inkompatible u und €
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Spezialisierung: Wir setzen nun voraus, dass die inneren Krafte ein Potential besitzen:

Potential - Verzerrungsenergie ausgedruckt durch Spannungen = Erganzungsenergie U~
§AW = —5U*
Fur n Einzelkrafte kann die Arbeit der aul3eren Krafte wie folgt angeschrieben werden:

n

n
U*
SA@ = z a;6P; = SU* = Z—api
i 0P
1=

i=1

Die Wahl von §P; ist willkurlich, die Gleichung ist daher nur dann zu erfullen, wenn

v

@ =— Satz von Castigliano bzw. auch a; = ou
i

M,

Dieser Zusammenhang kann auch zur Generierung zusatzlicher Gleichungen fur
statisch unbestimmte Systeme verwendet werden:

ou*
X, 0 Satz von Menabrea X;...statisch unbestimmte Krafte
l
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