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24. Kreiseltheorie

24.1 Grundgleichungen

dm

IS

Impuls p f
m

)

...bezogen auf den Ursprung des Inertialsystems

1=

Drehimpuls D X vdm

(Drall, Impulsmoment)

Massenmittelpunkt:

mrs = ffdm

d d dr
a(mrs)=ajﬁdm =fadm=jgdm=£
m m

Fur konstante Masse gilt:
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Drehimpuls

A und S sind fix! (unabhangig von x, y, z)

QA=jrpA><szdm=j [(rsa + 1p5) X (vsa + vps)|dm =
m m

=(rSXm1_75A)+<rSA><jdem>+

f (_PS X Ups)dm

Ds
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24.1 Grundgleichungen [pr]X]

Wiederholung aus Mechanik 1B

dp
- E - |ma;=F Schwerpunktsatz (Voraussetzung: Masse const.)
analog:
dD,
ac T IsaXmaa =My Drallsatz
DAx Ix Ixy Ixz Wy
Far starre Korper gilt: Dy =L w Dy | =L I, -1, (wy>
DAZ _sz _Izy IZ Wy

Absolutwinkelgeschwindigkeit

Tragheitstensor bezuglich A
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24.1 Grundgleichungen [pr]X]

MONTAN
o
Ableitung des Drallvektors D, im mit (2 rotierenden Koordinatensystem:
Wir haben bereits folgende Ableitungsvorschrift fur einen d_ﬂ _ a_ﬂ + 0%
Vektorg im bewegten Koordinatensystem kennengelernt:  dt 9t = a
Angewandt auf den Drallvektor D, ergibt sich:
dD, 0D
A== 0xD,=M, (fir A= 0 oder A = S)
dt Jat
() Winkelgeschwindigkeit des
z f &n¢ -Systems
| y
W Winkelgeschwindigkeit des
x Korpers
,

Achtung: 2 und w sind Absolutwinkelgeschwindigkeiten (vom System xyz aus gesehen)
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24.2 Sonderfalle

Wir wahlen jetzt w = 02, d.h. das {n¢ — Koordinatensystem ist korperfest mitrotierend.

1. Sonderfall:

w = we;, A= 0oder A =S5 und Schwerachse rein translatorisch gegen Inertialsystem bewegt.

QA =1 — n((x) Q)( QA = 0 0 w | = Inzwz — 16((‘)2
I( w —Ig(a) - n(w If(x)

Eingesetzt in den Drallsatz ergibt:

—lgew + I,,Zcoz = M;
0 2
—Iyw —Iggw® = M,
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2. Sonderfall:

Das én¢ — Koordinatensystem ist ein Tragheitshauptachsensystem 123 (A = 0, oder A = S),
ansonsten beliebige Bewegung

W=w1e + w2y + W3

I,
D,y =| Lw, wXDy=|w ) w3
13(1)3 110)1 12(1)2 13(}.)3

Lo, — (I; — Bwywsz =M,
Lo, — (Is — I wsw, = M, Eulersche Kreiselgleichungen

Lwz — (I; — L)w,w, = M;

24 Kreiseltheorie
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24.2 Sonderfalle [pr]X]

MONTAN
. —
Beispiel
geg: homogener Stab, m, ¢, ¢, w, ® I:
ges: Einspannmoment Mg in O. E N
/'/. Q‘\'\
Euler'sche Kreiselgleichungen: ¢
Ild)l - (12 - 13)0)2(1)3 = M1 | ’6/2
Lw, — (I3 — wzw, = M,
Lws — (I, — )w,w, = M; W £/2
Winkelgeschwindigkeiten:
Wi =wWceosyY = w; =wcosyY —
W, =wWSiNY = w, =wsiny _I:
w3 =0 - @3=0 G=mg

Einsetzen in Kreiselgleichungen liefert:
Lwcosy = Mg,
Izd) Slnl,[) = ME,Z

' '
—(, — L)w?siny cosyp = Mg 3 + stinl,b - Mgz =—G Esim,b + (I, — ) w? siny cos Y

fur dunnen Stab 11 = 0,[2 = 13 = gmfz,a') =0 - ME,3 = —mfslnl/} (%,sz COSI/) _%g)
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ACHTUNG!

Berechnung des Einspannmoments Uber die ,Fliehkraft®:

? 1 1
M53+mg§smtp—mzw SlnIPECOSlP:O

) FALSCH!

Bei dieser Methode ist zu berucksichtigen, dass die
Tragheitskrafte verteilt sind:

dm = =4
m—? S

? ‘m ]
ME3+mg§sm1/J—f ?S-Slnllja)z-SCOSl/JdS=0
' 0

33

£ m
Mg s = —mgzsmw +7sm1,b coswwzg

Mechanik Il 9
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v

v

G=mg
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24.3 Kreiselkompass

v = const .... Winkelgeschwindigkeit der Erde v...const.

N
| vcosa

Das Koordinatensystem ist nicht vollig fest mit dem Korper verbunden

l,=l; — symmetrischer Kreisel, 1 — Achse: Figurenachse
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24.3 Kreiselkompass

Winkelgeschwindigkeit des 1,2,3-KS 0:
N=v+o
v = const .... Erddrehung

—_—

)y =vcosacosp

l, =—vcosasing — (*)

3 =vsina+ ¢

(Absolut)-Winkelgeschwindigkeit w des Kreisels:
(1)1 == .(21 +0

(1)2 :"QZ

I (1)3=.Q3

o ... relative Winkelgeschwindigkeit des Kreisels,
relativ zur Lagerung (Gabel)

Geg.: 0 = const.
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(L)]_:Q]_‘I‘O-
(U2=..(22

(l)3=.(23

Der Drallvektor, bezogen auf den Schwerpunkt lautet:

11(1)1 oD 11(1)1
Q = 12(1)2 a—? = 12(1)2
12(1)3 Izd)g

Der Drallsatz, angeschrieben im (bewegten) 1,2,3 Koordinatensystem liefert:

dD aD Loy| [w1—01 [Lho| |M

d__=a__+..(2 X2= Iz(bl + 0)2 X 12(1)2 = M2

‘ t Lws W3 w3 M;
Ild)l - Ml (1)

Lwy + [hwy — L (w; —0)]ws =M, (2)
Lwz — [Lw; — (w, —0)]w, = M3 (3)
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Die Kreisellagerung erlaubt nur eine Momenten-Komponente in 2-Richtung:
A3

M2:M M1:M3=0

Lio; =0 (1)
Lw, + [Lw; — L(w, —0)]Jws =M (2)

Lws — [wy — L (w; —0)]w, =0 (3)

Laut (*) gilt: w3 =vsina+¢ — w3 =¢

aus (3):

I
5+ — (v2 cos? a cos @ sin @ + v cos asin @) —v2 cos? asing cos @ = 0
2 1, 2 2 2 2 2

Im Vergleich zu o ist v sehr klein = v? ~ 0

. 11 . . Il 2 . _
(p+1—vacosasm(p:O -> <p+1—p sinp =0
2 2 2

D

» Entspricht einer Pendelschwingung mit der Gleichgewichtslage ¢ = 0 (Die Figurenachse
schwingt bei Auslenkung um die Gleichgewichtslage)

» Bei zusatzlicher Dampfung kehrt die Figurenachse nach einigen Pendelungen in die Nord-
Sud-Lage zuruck = Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus von v und o

24 Kreiseltheorie
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24 .4 Stabilitat eines momentenfreien, dreiachsigen Kreisels

momentenfrei ... es wirken keine auleren Momente auf den Kreisel ein. Das kann z.B. durch
kardanische Lagerung des Kreisels bewerkstelligt werden, siehe nachstehende Abbildung.

dreiachsig ..., # I, # I3

Eulersche Kreiselgleichungen:

Loy — (I — 3)w,wz =0 /

Lw, — (I3 — I))wzw; =0 l "

Loz — (I, — L)wyw; =0
- eine mogliche Losung ware: w; = const., w, = w3 =0
Storungsrechnung oder Methode der kleinen Stérungen:

Der Bewegungszustand (Grundbewegung) ist stabil, wenn nach der Storung die Amplitude der
sich einstellenden Bewegung beschrankt bleibt.
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Momentenfreier Kreisel, der um die 1-Achse mit w = const. rotiert und die Stérung
durch €, A und u erhalt:

W =w+E¢ w, =A w3 =U gAu ... Klein

~0
Lié— (I, — 13);171 =0 —> & = const und beschrankt

ILA—(Is— IDu(w+¢) =0

Lp— (0 —L)(w+el=0 /
| /
| #
. (L — L) — B)w? L — 1)U, — I)w?
N /1+(1 2)(h — I3) 1=0 bW ﬁ+(1 )4 — B)w u=0
LI L3
—p2
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24 .4 Stabilitat des momentenfreien Kreisels [lJr]X]
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- (11 - 12)(11 - 13)(1)2 N
= o an2] —
A+ Il A=0 > ) pA=0
_bz
(11 - 12)(11 - 13)0)2

=0 > ji—-p’u=0
LL T fi —p*u

Ansatz:

A=A ePt + A,ePt
u = B,ePt + B,e Pt
2 (h — )U; — I3)w?

p°=— Ll <0 - Istdann erfullt, wenn I; entweder I,,,;,, oder I, ist

} - 1 und u bleiben beschrénkt, wenn p? < 0, d.h. p imaginar ist

FUr i, <1, < L4, ist der Kreisel instabil!

z A Die Rotation um die
. : x —Achse ist instabil!
Fdr einen Quader L=m (b2 + c2) !
mitb > a > c gilt * 12 |
beispielsweise: m_ ., :
Iy:E(a +C):Imin LN B y o
C .
m ,
I, :E(a2+b2) = Lnax // a
x ;0 b
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