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13.1 Grundbegriffe

Wir beschranken uns in weiter Folge auf Saint-Venantsche Torsion. Man nennt sie auch reine
Torsion, weil sich die Querschnitte ungehindert verwolben konnen. Eine Wolbbehinderung durch
Einspannung etc. (,Wolbkrafttorsion®) wird im Zuge dieser Vorlesung nicht behandelt.

13.1.1 Torsion kreisformiger Querschnitte

Definition: 9 == J .... Verdrehwinkel pro Langeneinheit = Verwindung [rad/m] = [1/m]

Der Verlauf des Scherwinkels y(r) kann i.a. nicht einfach bestimmt werden. Nur fur den Spezialfall

des Kreis(-ring)querschnitts kann davon ausgegangen werden, dass y(r) linear mit dem Radius
zunimmt.

Im Allgemeinen muss man jedoch einen anderen Weg gehen, um den Verzerrungs- und daraus
den Spannungszustand zu bestimmen.
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13.1.2 Torsion allgemeiner Querschnitte

Wir machen uns daher zunachst Uber den Verschiebungszustand u, v, w eines Materialpunktes bei
Torsion Gedanken:

v =r(cos(a + y) — cosa) = r(cosa cosy — sina siny — cosa)

w =r(sin(a + y) — sina) = r(sina cosy + siny cosa — sina)

FUr kleine Verdrehwinkel y qilt cosy = 1,siny = y, somit:
V= -—-rsina-y

W = rcosa -y

Andererseits konnen die Polarkoordinaten r, « unmittelbar in
kartesische Koordinaten y, z umgerechnet werden mit

y = rcosa

Z =rsina

Fur die Verschiebungen in y- bzw. z-Richtung also
vV = —yz=-9xz
w = yy= 9xy
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Im Allgemeinen werden sich die Querschnitte aus der Ebene heraus verwolben, es gibt also eine x-
Komponente der Verschiebung u. Sie ist zunachst eine unbekannte Funktion von y und z, welche

sich proportional zu 9 verhalten wird:

u(y,z) = 9¢(y, z) ... Verwolbung ¢y, 2) ... Wolbfunktion

Einsetzen der Verschiebungen u, v, w in die Navier-Gleichungen liefert folgende
Bestimmungsgleichung fur die Walbfunktion:

Die zugehdrigen Randbedingungen ergeben sich aus der Tatsache, dass Spannungen nicht aus der
Oberflache ragen dirfen. Die Schubspannungen sind an der Oberflache also tangential orientiert.

T o dz | -

E = tanf = R far alle y, z am Rand Zur Erinnerung: u =9¢(y,z)
ou ov dp v

Txy = GVxy =G @"'a = GY @_Z w = Ixy

Derart komplexe Randbedingungen machen es schwierig, eine Losung fur ¢ zu finden.

13 Torsion
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Verwolbung eines Stabes mit quadratischem Querschnitt zufolge einer Torsionsbeanspruchung

UVARM3 Farblich dargestellt sind hier die

(Avg: 75%) T . h b
+1.603e+03
+1.603+03 orsionsschubspannungen
+1.469e+03
+1.402e+03
+1.336e+03
+1.269e+03
+1.202e+03
+1.135e+03
+1.069e+03
+1.002e+03
+9.350e+02
+8.682e+02
+8.014e+02
+7.346e+02
+6.678e+02
+6.010e+02
+5.343e+02
+4.675e+02
+4.007e+02
+3.33%9e+02
+2.671e+02
+2.003e+02
+1.336e+02
+6.678e+01
+0.000e+00

v Die Wélbfunktion ¢ beschreibt die Verschiebung in x-Richtung zufolge
I verwdlbte Flache des Querschnitts der Querschnittsverwolbung
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Verwolbung eines Stabes mit quadratischem Querschnitt
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Verwolbung eines I-Tragers zufolge Torsion

Innere des Tragers ist
Spannungsfrei

Kerbwirkung (siehe. VO
Maschinenelemente IA)

Kanten sind ebenfalls
spannungsfrei
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Man bedient sich daher eines Tricks: Man fuhrt eine Funktion ¥ (y, z) so ein, dass das ursprungliche
Randwertproblem in ein geringfugig verandertes Randwertproblem mit wesentlich einfacheren
Randbedingungen ubergefuhrt wird. Diese Funktion erflllt folgende 2 Gleichungen:

d 0
9z 9y 9z Try = GO
d 0 —_—
_a_lp:a_(pJ’y <_i> T =_Gl96_¢
y z ay Xz ay
0%y 0 _ 9 ¢
dy2 = 0z2 0ydz 0zdy
oder: V2 = -2 ... Torsionsfunktion
oy 0y
RB: Ty, dy — Txde =0 - —dy+—dz=dy =0!

ady 0z

Man erhalt also die sehr einfache Bedingung, dass am Rand y = const.! Die Wahl dieser Konstante
ist im Fall einfach geschlossener Profile beliebig. Man wird daher am Rand ¢ = 0 setzen.

Hinweis: Prandtlsches Membrangleichnis, siehe Vorlesung
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Wir haben schon einmal festgehalten, wie Schubspannungen in einem Torsionsmoment resultieren:
My = f(rxzy — TxyZ)dA
Mit Verwendung der Torsionsfunktion ergibt sich

ap  dYP
My = —Gﬂj <@y +EZ> dA
A

Die einzelnen Terme konnen partiell integriert werden:

j—ydA Cfl/)ydz—Afz/)dA, j—sz Cjt/)zdy—AjlljdA

= 0 fur einfach geschl. Querschnitte, da i = 0 am Rand

Also bleibt:
Jr ... Drillwiderstand [m*]
My = GO - 2] Y dA Definition:  Jr = 2] Y dA
GJ7 ...Drillsteifigkeit [Nm?]
M
— | 9= G]T [m-1] ... Verdrehwinkel pro Langeneinheit, fiir beliebige Querschnitte
T
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13.1.1 Spezielle Querschnitte
Beispiel: Kreisprofil mit Radius R

Man kann sich davon Uberzeugen, dass nachfolgende
Funktion Losung des Randwertproblems ist:

1
Y(,2) = 5 (R? = y? = 72)

Y = 0 am Rand, also fir y? + z? = R? J

P2y = —2 \/

R4
Ndr = 2717

B R*m

2

[NNX]

Fir Kreis und Kreisringprofile
entspricht also der Drillwiderstand
dem polaren FTRM des Profils:

Jr :]p

R R
Jr = 2] Y dA = j[R2 — (% + z¥)]2rmdr = an(Rzr—r
A 0 0
o My _ 2My
"~ GJr GR*m
P P

Tyy = Gﬁz = —G9Yz, Tyy = —Gﬁw = GUy
M M

T = ,T§y+r,%z = GOy2 + 22 = GOr = —Gr = —7
GJr Jr
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Fassen wir die Formeln fur Kreisquerschnitte noch einmal zusammen:

M 4
o) = =27 O

Jr

Die Schubspannungen zeigen in Umfangsrichtung, nehmen linear mit dem Abstand zum
Mittelpunkt zu und sind daher bei r = R maximal.

Der Verdrehwinkel pro Langeneinheit

t M
e T . kann wieder mit 9 = éwTT berechnet ) = #
T
! J werden, indem man fur Jr = J, setzt. P

Fur Kreisringquerschnitte (AuRenradius R,, Innenradius R;) gelten obige Formeln analog.

Jp ist dann: ~ (R;* _ R{‘)n
Jp ="

Mechanik 1A 11 13 Torsion




m 13.1 Grundbegriffe

MONTAN
UNIVERSITAT
I LEOBEN W L . L .
Beispiel: Dimensionierung einer Welle 4P
Geg. Oyul = SOMPa,P = 100N,a = 100mm Kugellager Zylinderrollenlager\\\ B
Ges. d nach HMH M A s —
P
Z
2a P 2a
I
Hier ist es sinnvoll in zwei Ebenen zu arbeiten.
x-z-Ebene: x-y-Ebene:
5P
A l P A 1
Al . Al e,
A, =0
1 1 5
AZ=§P BZ=§P Ay:EP By=§P
SchnittgroRen:
Bereich 1: 0< x < 2a
M; = 3Pa
1 5
M, (x) = pr M,(x) = pr
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Das betragsmallig grof3te Biegemoment tritt in beiden Ebenen an der Stelle der Scheibe auf.

Mymax = \/sz,(x = 2a) + MZ(x = 2a)
Mbmax = V26Pa

Das betragsmaldig grofdte Torsionsmoment tritt zwischen der Scheibe und dem Lager A auf.
Mimax = 3Pa

Sowohl bei der Biegung als auch bei der Torsion treten die maximalen Spannungen in den
“‘Randfasern” des Querschnitts auf.

M
My (%, 1) = —=7
= — t )
oy (x,2) 7 z J»
d 32V26Pa d 48Pa
Opmax = O x:Za,ZZE = Temax = Tt x=2a,r=§ = i
Vergleichsspannungshypothese nach HMH fur zylindrische Stabe unter Biege- und Torsions-
belastung.
P 2
o, = ,a,f + 3t < oy o, = ﬁ\/(BZ\/%) + 3(48)? < g,
2 3 Pa
_|(32v26Pa 48Pa)\? d > |[V33536
d=>22,67mm
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Beispiel: Rechtecksprofil, Abomessungen a, b

Elipse:
y 2 7\ 2
(_> + (E) =1 Funktion des Randes

e

a

b (- - ) ‘ |

0

2b

Vorfaktor Funktion am Rand ist null

b
lim <—> -0
a
Y = b?—2z2 Umso groler a, desto genauer ist dieser Zusammenhang

a

b
16
]T=2fIIJdA=8ff(b2—zz)dydz=?ab3
A 00

Stimmt hier nur naherungsweise:
Jr mittels Fourrierreihe:
y
- - a_,_._.!b l/) — K(yZ _ aZ)(ZZ _ bZ)
1z 0%y N 0%y ,
¥=0 " nicht moglich dy? ' 0z2
AY = =2
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13.2 Torsion dunnwandiger, offener Profile

Trnax
AN
'I
Tinex 3 14 _
< Y
Al Tmax

£/t & $2
Rechteck: J; = &£ ¢t3 &,,&, aus Tabelle 1,0 0,141 4,808
Tmax = &3 ﬁ 1,2 0,166 4,566
1,5 0,196 4,329
) ) 2 0,229 4,065
fur t <<£:§ =34, =3 5 0,291 3,436
10 0,312 3,205

00 0,3 3
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WLEBEL®  fir zusammengesetzte, dinnwandige Querschnitte gibt:

1 3
Jr=3 E it (I\/I |
T l
N Bei gekrimmten, offenen Profilen kann man das Profil
naherungsweise als abgewickeltes Rechteck betrachten.

= B
max = i UL
£
N . . . . H a
Beispiel: Dinnwandiges, offenes Profil Q/'T ‘n—;]

Geg. My, a, t,a> t
Ges. /i, Tax

1 , 1 4 2a
Jr = 3 Z{’i t} = §(at3 + 2at3 + at3) = = at?

3
My 3M, Y

t
— lmax = 735 T %
I 4at

Die maximale Schubspannung tritt im dicksten Steg des zusammengesetzten Querschnitts auf

Tmax -
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