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12.1 Zusammenhang zwischen Spannungen und SchnittgroRen

Die SchnittgroRen haben wir ja schon kennengelernt. Sie seien hier noch einmal zusammengefasst:

/ N ...Normalkraft

, N
/ N Q ...Querkraft

AT L - _é;, m. ..... - -
2 ‘E \/' M. X M, ...Biegemoment
K4 . /
’y ! / e My ...Torsionsmoment
| /
. /
"2 M, L

Die Frage lautet nun, welche Spannungen und welche Verformungen durch diese Schnittgrofien
hervorgerufen werden. Das soll in den folgenden Kapiteln erlautert werden.

Mechanik IA 2 12 Der gerade Stab




m 12.1 Zusammenhang zwischen Spannungen und SchnittgroRen [pr]X]
MONTAN

UNIVERSITAT
M LEOBEN W

Zusammenhang Schnittgro3en und

Spannungen: !

Yoo _._. N x X _
Auf einer Schnittflache normal zur x-Achse ? ]_Z_T_,,
sieht man Spannungsvektoren der Form : Ox v

Ox = 0xCy t Tyyly + Tyz€,

Die resultierende Wirkung dieser

Spannungsvektoren schlégt sich im N(x) = ﬂa (x,y, Z)dydz
resultierenden Schnittkraftvektor R(x) sowie e

im resultierenden Schnittmoment M (x) nieder.

[

0y = || Ty v 2)dydz

R = fA ox(x,y,2)dA 0,(x) = j f Typ (x,y, 2)dydz

M= [ [rxanyn)da M) = [[ e, = 270y v, 2]yl
4 \

M, (x) = Jf z0,(x,y,z)dydz

mitr = ye, + ze,

M) = = [[ youtu v )dydz
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12.2 Beanspruchung durch Normalkraft

?C Reine Zug-/Druckbelastung hat einen
N< _____ _e _____________ _ ,N_ - einachsigen Spannungszustand o, zur
X Folge. Bei konstantem Querschnitt
< ( - A(x)=konst. kann man davon ausgehen,
Y £ dass o, im ganzen Querschnitt konstant ist:
N —
N } N(x) Oy = T alle anderen Spannungen = 0.
— Nach dem Hookeschen Gesetz gilt (fur AT = 0):
o, N Oy
szfzﬂ, 8y=£z=—VE

EA ... Dehnsteifigkeit.
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Gesucht ist nun die Verschiebungslinie u(x) fir den nachfolgend skizzierten Stab:

P(X) \ P(X)
e L R N N(X N(x+d
— LN NK T N
X N(x+dx) =N an .
.'Z X' 'dx T(—-{ Fd? (x +dx) = +E X

Darin ist p(x) eine in x-Richtung verteilte Last von der Dimension [N/m].

Setzen wir ein differenziell kleines Stabelement der Lange dx ins Gleichgewicht, so ergibt sich:

dN dN

P dx +p(x)dx =0-p(x) = ——

—-N+N
+ N+ dx

N(x) do, 1dN de,
=T =Fe also gr=gn =t
du
Den Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Verschiebungen kennen wir bereits: &, = Ix
, 1 d?u d?u p(x) Differentialgleichung der
Somit folgt: —qP=E—5 - o5 =—F Verschiebungslinie
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m 12.2 Beanspruchung durch Normalkraft [lJr]X]

MONTAN

UNIVERSITAT
M LEOBEN W

Beispiel: Seil unter Eigengewicht, Dichte p, Lange ¢, konstante Querschnittsflache A

l geg..p, ¥, E, A

X ges.: u(x), 0,(x), Omax

p(x) = pgA

Die Integrationskonstanten folgen aus den
Randbedingungen:

u(x=0)=0=0C,=0
du pg?t

u’=a(x=1?)=0=>61=?

2
_PI(, X\ _PY _
u(x) = E <1€’x 2) ZEx(Z{’ X)

Mechanik 1A

d*u _ pgA
dx?  EA
du  pg
a = —Fx + Cl
pg x*
u(x) = T + Cix + G,

0x(x) = E&x(x) = pg(£ — x)
Omax = 0x(x = 0) = pg?

Bei Vorgabe der Zugfestigkeit R,,, kann
man eine nur vom Seilwerkstoff
abhangende Reildlange £ berechnen:

R
ng_m
P9
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12.3 Beanspruchung auf Biegung
M, M,
Wir betrachten zunachst den Fall der reinen Biegung _(_ I | ) ______ -
X

Voraussetzungen fur reine Biegung:

1) Die Stabachse ist gerade (x-Achse)

2) Der Stab hat konstanten Querschnitt

3) Die Querschnitte sind symmetrisch zur x-z Ebene

4) Die y-Achse geht durch den geometrischen Schwerpunkt der Querschnitte
5) Normalkraft N = 0

6) Torsionsmoment M, = 0 Aus den Voraussetzungen 3 und 4
7) Biegemomentenkomponente M, = 0 folgt:

8) Querkraftkomponente Q, = 0 X, Y, Z .... Tragheitshauptachsen

9) Querkraftkomponente Q, = 0
10) Biegemomentenkomponente M,, ist konstant.
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12.3 Beanspruchung auf Biegung

Wenn obige Voraussetzungen erfullt sind, dann lassen sich folgende Aussagen treffen:

|.  Die Stabachse wird gebogen, aber nicht gedehnt.
Il.  Alle Querschnitte bleiben eben und normal auf die Stabachse.
lIl.  Ertreten nur Normalspannungen auf, aber keine Schubspannungen.

Beweis:

Bei reiner Biegung ist jeder beliebige Abschnitt des Stabes ein Spiegelbild seiner Nachbarn,
somit mussen die Querschnittsebenen Symmetrieebenen sein und dies auch nach Deformation
bleiben. Das ist nur moglich, wenn Aussage Il. gilt. Setzt man die einzelnen verformten
Abschnitte zusammen, so ergibt sich infolgedessen ein Kreisbogen mit Radius p.

........ )( X )(-

Mechanik IA 8 12 Der gerade Stab
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Betrachten wir einen Abschnitt der
Lange dx im Detail:

neutrale Faser
(wird gebogen, aber nicht gedehnt)

Mechanik 1A

Gesucht wird nun ein Zusammenhang zwischen dem
Krimmungsradius p und dem Biegemoment M,,.
Ausgehend von einer zunachst noch unbekannten Lage
der ungedehnten Faser als Bezugsachse gilt:

dsg = dx = pdo
ds(z) = (p +z)de

ds(z) —dsy (p+2)de —pdyp z
dso pdg -

&x(z) =

z
o, =Ee, = E—

Aus Voraussetzung 5) ergibt sich
/ Definition des

E . ) |

A A

Das Integral verschwindet nur dann, wenn z vom
geometrischen Schwerpunkt der Querschnitte
ausgehend gezahlt wird. Das definiert aber laut
Voraussetzung 4) die Lage der x-Achse. Damit ist die
Stabachse die neutrale Faser und Aussage |. bewiesen.

9 12 Der gerade Stab
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Es entstehen also Normalspannungen o, in x-Richtung, die Uber die Hohe z linear

verteilt sind:

El,
My=fzadi=;fz dA

A A
Jy ... FTRM bzgl. Schwerachse

|

= ] EJ, ... Biegesteifigkeit [Nm?]
y

Mit o, = E¢, = E% wird daraus

-

2!

1
p

M,

0,(2) =—2z

Jy

Mechanik 1A

Bei reiner Biegung sind, wie gesagt, alle
Querschnitte Symmetrieebenen. Jede
Spannungskomponente auf dem linken
Schnittufer hat eine gespiegelte
Entsprechung auf dem rechten Schnittufer.
Beim Zusammenfugen der Schnittufer
mussen diese nach auf3en hin verschwinden.
Das ist aber nur dann maoglich, wenn die
Spannungsvektoren normal auf die
Symmetrieebene stehen, also keine y- oder
z-Komponente haben. Daraus folgt, dass 7,
sowie 7,, null sein mussen. — Aussage Il

Das ist auch im Einklang mit den
Voraussetzungen 6), 8) und 9)

Q, =frxydA =0
Q, =ferdA =0

M, = j(yrxz — zrxy)dA =0

12 Der gerade Stab
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Bei Vorliegen einer Querkraft Q,(x) und nicht konstantem Querschnitt sind die Voraussetzungen
2),9), 10) nicht mehr erfullt. Die Querkraft erzeugt Schubspannungen und eine Querschnitts-
verwolbung, die Aussagen |, Il. und lll. gelten also nicht mehr exakt.

Im Rahmen der Technischen Biegelehre geht man aber von der Bernoulli Hypothese aus:

Solange die betrachteten Stabe als schlank angesehen werden durfen (d.h.

Querschnittsabmessungen sind klein gegen die Lange), kann man naherungsweise
davon ausgehen, dass die Querschnitte eben und normal zur Stabachse bleiben.

Somit kann man schreiben:

Mechanik 1A

1 _ My(x) ( ) _ My(X)
p(x)  EJ,(x) =T @)

fundamental !l

12 Der gerade Stab
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Fur die Tragerdimensionierung sind in erster Linie die Spannungen in den aulReren Fasern des Stabs
interessant. Setzt man die Randfaserabstande e;, e, in (*) ein, so erhalt man die Extremwerte fur die
Biegespannungen o4, g,:

M,
y obere Randfaser O, = ———6,
e ]3’
! T S -
| X
€, GX(Z)
y M,
untere Randfaser 0] =—e
Jy
Definition:
Jy Jy
Wy1= 3_1' Wy 2= g .... Widerstandsmoment [m?]
also:
My My N " " " L3
01 = , Op= ——— wesentliche Formel zur Dimensionierung von Tragern !!
Wy, Wy
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Beispiel: Dimensionierung eines Tragers der Lange ¢, Belastung P und g, zufolge Eigengewicht

P
X Geg.: P =36kN
( ' Oz = 140N/ mm?
A (o1 B— = —_ - {) = 6m
VAR VANBEEES
i I Ges.: IPE Trager It. Norm, siehe beigeflgtes Tabellenblatt
i-d o ] -
. iy 02
z
P t Pt £? noch unbekannt
AzB:E"’QOE My,max=T+CI0§
M P? 12
M, (x) Wy erp = ymax _ + do
Ozul 4‘0-zul 8qul

Y

P¢  36-10%-6-10°
46, 4-140

= 386103 mm?3 = 386 cm?

Flansch

Achtung: I-Trager werden normalerweise stehend, d.h. mit Steg . _I _‘/_ Biegeachse
in Lastrichtung eingebaut. Steg
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Warmgewa|zte’ mittelbreite Kurz- Male fur Quer- [Ge- Fir die Biegeachse S, Sy
I Tréger zeichen schnitt|wicht

- ’ A G X-X y-y

IPE-Reihe nach DIN 1025 h o s ¢ r I, w, e |1, w, i,

Blatt 5 (Auszug) IPE mm [mm |mm [mm |mm |cm®  |kg/m |[em®  |em®  [em  [em®  [em®  [em  [em®  [em

80| 80] 46| 3,8 52
100] 100f 55| 4,1] 5,7
120[ 120 64| 4,4 6,3
140| 140 73] 4,7] 69

7,640 60 801 200 3,24 849 3,69 1,05 11,6/ 690
103 81 171 34,2| 407 159 579 1,24 19,7 868
132| 104 318| 53,00 4,90 27,7 865/ 1,45 30,4/ 10,5
16,4] 12,9 s41| 77,3| 5,74 1449 12,3| 1,65 44,2 12,3
160| 160| 82| 5.0 74 201 158 869 109| 6,558 683| 16,7| 1,84 61,9| 14,0
180| 180 91| 53| 80 239 188| 1320 146| 7,42| 101| 22,2| 2,05| 83,2| 15,8
200 200| 100| 56| 85 12| 285| 22,4 1940 194| 826| 142| 285 2,24/ 110/ 17,6
220 220| 110 59| 92| 12| 334 262 2770 252| 9,11 205| 37,3| 2,48 143 19,4
240| 240| 120 6,2| 9,8 15| 39,1| 30,7 3890 324 9,97 284] 47,3| 2,69 183 21,2
270 270| 135| 6,6/ 10,2| 15| 459 36,1| 5790 429 11,2| 420 62,2| 3,02| 242| 23,9
300 300| 150 7,1/ 10,7| 15| 53,8 422| 8360 57| 12,5 604 805 3,35 314| 26,6
330 330| 160 7,5/ 115 18| 62,6 49,1 11770 713 13,7 788| 985| 3,55 402| 29,3
360 360| 170 8,0|12,7| 18| 72,7| 57,1 16270 904| 150 1040 123| 3,79| 510| 31,9
400| 400| 180| 86| 13,5 21| 84,5 66,3 23130 1160] 16,5 1320] 146| 3,95| 654| 354
450| 4s0| 190| 9,4| 14,6| 21| 988| 77,6] 33740 1500 185| 1680 176| 4,12| 851| 39,7
500 500| 200| 10,2| 16,0 21| 116| 90,7| 48200{ 1930 20,4| 2140 214| 4,31| 1100| 43,9
550| 550 210| 11,1| 17,2| 24| 134| 106| 67120 2440| 22,3| 2670| 254| 4,45| 1390| 482
600 600| 220| 12,0| 19,0 24| 156| 122| 92080| 3070 24,3| 3390 308| 4,66 1760| 52,4

OO N[N U;

—_]

I Flachenmoment 2. Grades

W  Widerstandsmoment

i Tragheitsradius

S,  Flachenmoment 1. Grades des halben Querschnitts
Sy = I/S,, Abstand Druck- und Zugmittelpunkt

Mechanik IA 12 Der gerade Stab
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12.3 Beanspruchung auf Biegung

[NNX]

gewahlt: IPE 270: W, ; = W, , = W, = 429 cm?
qo = 36.1kg/m - g = 354 N/m = 0.354 N/mm

qof*  0.354-6%-10°
80,, = 8-140

Wy err = 386 + 11 = 397 cm® < 429 cm? J

Zum Vergleich, Einbau um 90° verdreht:

— H— - -Biegeachse

W, = 62.2 cm?, also nicht zulassig Y

=11-10°mm3 =11 cm?

Mechanik 1A 15
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12.4 Differentialgleichung der Biegelinie

Mit Hilfe der Differentialgeometrie kann man zeigen:

"

w

1

_dw . d?w

“ax’ VT dxz

"

WI

M,

_ 1
zur Erinnerung: — = —
EJ,

_dPw M,(x)
T dx? EL(x)

WII

Differentialgleichung der Biegelinie (2. Ordnung)

Die Durchbiegung w(x) folgt dann durch 2-malige Integration. Die dabei auftretenden
Integrationskonstanten kénnen durch Rand- und Ubergangsbedingungen bestimmt werden.
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12.4.1 Biegelinie zufolge einer Temperaturverteilung (Temperaturmoment)

Wir beschranken uns in weiterer Folge auf lineare Temperaturverteilungen Uber die Tragerhohe.

do
r
} A ds,=dx+ a(T,—T,pdx
h h
Y Y
ds, =dx + a(T,— T, pdx
T x dx T dx
ds, —dso = (r + h)deg — rdo
- a(T, —T,)dx = hdg
d(p Tu - TO
->—=aqa =ab
dx h T _T
Definition: | @ = *£—2
do 1 ., h
Temperaturmoment [K/m]
w" = —a0 ... zufolge Temperaturmoment
Mechanik IA 17
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durch Superposition ergibt sich

d?w M, (x) . . . . L
— = + a0 (x) Differentialgleichung der Biegelinie (inkl. Temperaturmoment)
dx? EJ,(x)

Bei statisch bestimmter Lagerung entstehen durch eine lineare Temperaturverteilung tber den
Querschnitt keine zusatzlichen Spannungen.

Bei allgemeiner Temperaturverteilung T (x,y, z) kann man @ (x) wie folgt berechnen:

O(x) =

! sz( z)dA
J,Go )

Im Allgemeinen treten aber dann auch bei statisch bestimmter Lagerung Spannungen auf.
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12.4.2 Randbedingungen fir die Differentialgleichung der Biegelinie

Mit Randbedingungen wird die Lagerung der Tragerenden, und deren Einfluss auf die Biegelinie

berucksichtigt.

Symbol Randbedingung

w=20

Feste Einspannung — w' =0
w'" #0)

w=20

Fest- und Loslager / § w' #0
(W” = 0)

w#0

Feder w' #0
W' = 0)

Freies Tragerende w#0

a— w' =0
w" =0)

Aber Achtung, es wird darauf verwiesen, dass die Randbedingungen vom Aufbau sowie der Belastung
des Balkens abhangig ist, wie das nachfolgende Beispiel zeigt:

(@
AY
/" Hieristw" £ 0
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12.4.3 Ubergangsbedingungen fiir die Differentialgleichung der Biegelinie

Mit Ubergangsbedingungen wird die Stetigkeit der Biegelinie sichergestellt.

Symbol Ubergangsbedingung

WL=WR:0

Zwischenstutze: E W] = wg
(w" #0)
Ubergang zwischen zwei W, = Wg
Feldern lF wi = wj
S w'" #0)
Hinweis: Vorzeichenkonvention fur die Steigung:
: ________ .....X ......... ...x
! \ | /
! I
Al + Al -
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Beispiel: Biegelinie eines Tragers der Lange ¢, Belastung P und Streckenlast q,, Biegesteifigkeit £J,,

=]
?
A:B:—‘l'qOE 9,
Y
0<x<1/2 AM_//AB_'_ X
2 2 —
M(x) = Ax — qo— P+q{) x—qx— i W(x)
02 7 \2 772 02 - .H—J
i {2 (12
Z
" _My(X)
EJ,
X2
EJ,w" = Ax+q07 fdx
2 3
E]yW’ A7+q0?+C1 jdx
x3 x*
EJyw = A?+q024+C1x+C2
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Die Integrationskonstanten C; und C, folgen aus Randbedingungen:

(1) wx=0)=0 = (,=0

, % % 2 3
(2) wx=4¢/2)=0=—-A-+qo;+C = G=A4A7—4qo ;

x3 x*  f? £3 2 x? x3 3
EJyw=—A—+ qo—+A—x — qg—x = Ax | —
Jyw g "dogg TAGY T dogg” x<8 6>+q0x<24 48>

w(x) = [(P + qo®)x(34% — 4x2) + qox(2x3 — £3)]

48E],

Whax = w(x = ¢/2) =

] pe3 5 qof* [Nm3 ]
=m

3
P )3 — —qot* SE—
[( + qo?) do 48E]y+384 EJ, N2

48E], 8

Auswertung fur IPE 270, £ =6m, P =36kN, E =210GPa:

_36-10%-63-10° N 5.0.354- 6% - 1012 g
Wmax = 287570103 - 5790 - 10* ' 384 -210-103-5790 - 10 — o
\ J \ J
Y Y
13.3 05
zufolge P zufolge q,
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Superpositionsprinzip:

An der Gleichung der Biegelinie ist erkennbar, das sich die Biegelinie an jeder Stelle aus dem Anteil
der Durchbiegung zufolge der Kraft P und dem Anteil der Durchbiegung zufolge der Streckenlast

Zzusammensetzt.
P P

Qo Qo
T yrrrrj _ . o, Orrorrror
AN [\ AN /\ £\ /\

w(x) - w (x) + W, (%)

Folglich ware man auf die selbe Losung gekommen, wenn man flr beide Falle einzeln die Biegelinie
ermittelt und diese schliel3lich superponiert.
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Beispiel: unsymmetrisch belasteter Trager

P
I ' II
A RB- - =
WX
. ) =
!-- a - it b
'Z
Bereichl:0<x<a
M,(x)=Ax=Pa+bx
142 b
E]yw, =—Pa+bx
, b x?
Eywr=-FP 714
%3
E]yW[ = —Pa—_l_bz'l' Clx + Cz
Mechanik IA

Geg.:P,a,b, EJ, P

Ges.: Biegelinie

| ke

Bereichll:a<x<a+b

M =Ax—P(x—a)=Pa—P
1(x) X (x —a) a a+bx
" a
E]ywl,=Pa+bx—Pa
a 2
E]yWH=Pa—+b7—PClX+D1
x3 x?

E]yWH=Pa—+b?—Pa7+D1X+D2

12 Der gerade Stab
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Die Rand- und Ubergangsbedingungen lauten:

(1) wilx=0)=0 |
~  Randbedingungen
(2) WH(x=a+b)=0 B
@3) wx=a)=wyx=a) | |
~  Ubergangsbedingungen
4) wikx=a)=wyx=0a) |
(1) CZ = 0 ]
_ _p,(at+b)?
(2) 0= —Pa 3 + Di(a+b) + D,
P a3b Pa* P - = (4,0, D, D,
@) —Sam tGat+ G =gog—3a° +DatD;
P a’b . Ea_3_ 2
@) —zamt G =3ap P+ |
Mechanik IA 25
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Beispiel: Statisch unbestimmt gelagerter Trager

q::
A Geg:: 4o, ¢, Ely
M B [ X  Ges.: Auflagereaktionen
7EJ,
|
i
P4
Qo
{ e >|v| (X)
A ) —
X
A tx; B AFH——
xZ
A+B—qyft=0 - B=gqyf—A M(x):,qx_qo7
2 {2

12 Der gerade Stab
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12.4 Differentialgleichung der Biegelinie
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RB:

Mechanik 1A

2
X
E]yW” = —Ax + CIO7

x> x3
E]yW’ = _A7+CI0?+C1
x3 x4

wx=0=0-0=0C,

£3 24
W(x={’)=0—>0=—AZ+q0ﬁ+le -1
1?2 3
W’(x:f):O—)O:—A7+C[06+C1 (—€)
2 3
_Sap3 2 pa
0 6A{’ 24q0{’
3 5 1 5
—_— A—g%f B—g%f ME—§CI0€

27
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Beispiel: Beidseitig eingespannter Trager, nur durch ein Temperaturmoment belastet
Geg. o,6,E],, h

Ges.: Auflagereaktionen

M(x) = My = const.
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. Tyu—To
EJyw" = =Mg — E[,a0  mit® = ——

EJ]yw' = —Mgx — EJ,abx + C;
2 2

X X
EJ,w = —ME7—E]ya@7+ Cix + G,

RB: (1) wx=0)=0-C,=0

(2) w(x=0=0-C,=0
(3) w(x=4=0->—(Mg+EJ,a0)f =0 - Mg =—E],af

2

—1x
w(x) = HT[ME + E]ya@] =0
y

_+MEh_$E]ya0h_$1E oh
T E 2T Ty, T2

Stab bleibt gerade, aber nicht spannungsfrei.

Anmerkung: Als RB (3) hatte man auch w(x = #) = 0 oder w'(x = £/2) = 0 anschreiben kénnen.
Man ware auf dieselbe Losung gekommen.
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12.4.4 Differentialgleichung der Biegelinie 4. Ordnung

Ausgehend von der Differentialgleichung der Biegelinie 2. Ordnung (ohne Berlcksichtigung eines
Temperaturmoments) und den bereits bekannten Beziehungen zwischen den Schnittgro3en des
geraden Stabs und einer Streckenlast kann folgender Zusammenhang abgeleitet werden.

d
—EJ,()w" = M, (x) | P
d o d’w\ dM,(x) _ d
a - ]y(x)w - dx - Qz(x) | ﬁ
d? d*w\ dQ,(x)
dx? (E]y(x) dx2> ~ T dx —q)
also far EJ,, = konstant gilt dann:
d2 d2W d4W v
Tz \ By 77 | = q(x) EJy—— = E[w!" = q(x)

Differentialgleichung der
Biegelinie 4. Ordnung
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Die DG 4. Ordnung eignet sich insbesondere fur die Berechnung der Biegelinie eines Einfeldtragers
mit verteilter Last:

Man erhalt dann w(x) durch 4-malige Integration. Die damit einhergehenden 4 Integrations-
konstanten miissen wieder (iber Rand- und ggf. Ubergangsbedingungen bestimmt werden.

z.B. fur den dargestellten Trager:

(1) wx=0)=0 .
(2) wx=4)=0 - wesentliche RB
(3) w'x=0=0 = Mx=0)=0 ] tiirliche RB
(4) w'(x=€)=0 2 Mx=4)=0 | naturiicne
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Beispiel: Statisch unbestimmter Trager, der durch eine quadratische Streckenlast belastet wird

Geg.: q(x) = q0 ( ) ¢, EJ, q(x)

Ges.: Auflagereaktionen O

EJyw' = qq (;)2 = q(x) Zv!;

7
€, =—Q(x=0)=———qof
EJywil = —qox® + C; = —Q(x) 26 =00 =0) =554
T 312 1
> €y = —M(x =0) = — ——=qo??
EJ,w'h = E qox* + Cix + C, = —M(x) 540
1 7 11
Elyw' = goz 0% +3Gx" + Cox £ G Av =55t Ma=gr500t
1 1 1
E]yW = 360L2 qu + 6C1x += > sz + C3x + C4_
Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt:
RB: . N
(1) wx=0=0->C,=0 B+AV—j0q0<?> dx =0
(2) w(x=0)=0-C;=0 -
(3) wix=4)=0 B =504%
(4) E]yWH(x =£)=0
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12.5 Biegung mit Langskraft

Die Losungen fur einen durch ein Normalkraft N(x) und ein Biegemoment M, (x) belasteten Stab
konnen gemald dem Superpositionsprinzip Uberlagert werden.

M,(x) N
RORAIC)

o,(x,z) =

Das fuhrt zu einer Verschiebung der neutralen Faser.

i3

IR

i

VZ

Diese Verschiebung kann so grol} sein, dass die neutrale

Faser aus dem Querschnitt herausgeschoben wird. E }
Dadurch treten im gesamten Querschnitt nur noch Zug-

oder nur noch Druckspannungen auf, es findet also kein /

Vorzeichenwechsel von g, innerhalb des Querschnitts Beton Stahlseil

statt. Diesen Effekt macht man sich beispielsweise bei
Spannbeton zu Nutze.
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12.6 Biegung von Staben mit beliebigem Querschnitt [an]

12.6. Biegung von Staben mit beliebigem Querschnitt

Wir fordern nun nur noch, dass die Stabachse gerade ist und den geometrischen Schwerpunkt aller
Querschnitte verbindet. Die y- sowie die z-Achse gehen somit durch diesen Schwerpunkt, haben aber
ansonsten eine allgemeine Lage, sind daher i.a. keine Tragheitshauptachsen. Ebenso erlauben wir
eine allgemeine Belastung zufolge N(x), M, (x), M,(x). Querkrafte und Torsionsmoment dirfen

ebenfalls ungleich null sein, spielen aber in dieser Betrachtung keine Rolle.

Ausgangspunkt: Aus geometrischen Grinden sind die Dehnungen linear Uber den Querschnitt verteilt,
daher sind bei homogenen Tragern und bei Gultigkeit des Hookeschen Gesetzes auch die
Spannungen linear verteilt.

O'x(x, Y Z) = CO(x) + Cl(x)y + CZ(X)Z

Zur Erinnerung:

N(x) = | o,(x,y,2)dA =Cy(x) | dA+ C;(x) | ydA + C,(x) | zdA (1)
I Jorsiw oo |

M, (x) = jzax(x,y,z)dA = Co(x)fsz + Cl(x)jzydA + Cz(x)jzsz (2)
A A A A

M, () = — f Yo, (x,y,2)dA = —Co (%) j ydA - C; (x) f Y2dA - C,(x) j yzdA (3)
A A A A
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Es treten wieder bereits vertraute Integrale auf:

jydA = fsz = 0 weil der Koordinatenursprung voraussetzungsgemaf im Schwerpunkt liegt.

A A
y*dA =], z*dA =] zydA= | yzdA=],,
J ke
NG) = Co()A (1)
M, (x) = Ci(x)],, + C,(x)], (2) + 3 Gleichungen fir Cy(x), C; (x), C; (x)
M,(x) = =C ()], —C; (X)],, (3)

Damit kann die Normalspannungsverteilung allgemein angeschrieben werden:

N(x)  JyMy() + M, (x) ] My, (x) + ]y, M, (x)
- 2 y+ 2
A ]y]z_]yz ]y]z_]yz

Gx(x,y,z) =

Auch bei reiner Belastung in der xz Ebene (also M, (x) = 0) tritt also ein Spannungsgradient in y-
Richtung auf. Daruberhinaus kommt es i.a. zu einer Biegung aus der xz-Ebene heraus. Man spricht
daher von schiefer Biegung.
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FUr den Spezialfall, dass es sich bei y und z um Tragheitshauptachsen handelt, wird daraus die
leichter zu merkende Formel:

oy,2) = gD - My
z y

Die Tragerdurchbiegung hat dann ebenfalls eine zweite Komponente v(x) in y-Richtung. Diese kann
in vollig analoger Weise zur z-Komponente w(x) aus einer Differentialgleichung berechnet werden.

dzw_ M, (x)

W = — [E]y(x) + aQy(x)]
20— |2, o6,
a2~ |ELE T A

1
0, ...Temperaturmoment um die y-Achse: ~ 0,(x) =7 (x)jZT(x, Y, z)dA
y

1
0, .. Temperaturmoment um die z-Achse:  0,(x) =7 (x)fyT(x,y, z)dA
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12.6 Biegung von Stiben mit beliebigem Querschnitt [pnx]

F
Beispiel: Kragtrager mit L-Profil

217 217 9
Geg.:F,t,E, ], = 4]2_ 4]yz——g4

60

Ges.: 0,(x,y,2)

¥

N
B R e

Aus den SchnittgrofRen folgt:

My () = F(x = 1) \\ —
vZ

Prinzipiell 1asst sich die Spannungsverteilung mithilfe folgender Formel bestimmen:
N(x) _]szy(x) +]yMz(x)y +]zMy(x) +]szz(x)
A ]v]z _]1212 ]v]z _]3212

— 0,1829 Fx=D | 036757* =Y
O-x(x ylz) a + ) a4

4

0x(x,y,2) =

Z

Alternativ lasst sich die Normalspannungsverteilung durch Transformation auf Tragheitshauptachsen
berechnen.

Haupttragheitsmomente: Damit ein Haupttragheitszustand vorliegt muss
das KS gedreht werden.
Jip = Jy ‘2|']z 4 J(fy ;b)z L2, tan2¢* :]sz_yjy
A
]1=$—;a4 ]2=%a4 YT
Mechanik |A 37
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Die Zuordnung der Haupttragheitsachsen erfolgt mithilfe der Transformationsformeln fur

Tragheitsmomente.
n
— 1 1 20* in2o* \‘\ I
Jn =5y +1z) +5 Uy = Jz)cos2¢" = J,,sin2¢ /” i
“ 1 !,.’
< 0 y< “Mf’ (P .)..\._.
LTUTR
1 1 . o S
Jo = o (Jy +12) — > (Jy —J2)cos2¢* + J,,,sin2¢ C", :

Somit lassen sich den beiden verdrehten Koordinatenachsen n und { das maximale und das
minimale Haupttragheitsmoment zuordnen

65 |,

Je=h =Ea
109

1=l =@
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Nun spalten wir den Biegemomentenvektor im Tragheitshauptachsensystem auf.

n =2
My () =2 F(x— D) kol
N, I
_ V2 A2 R
MG = ZF(x =D LAY N
LTUTR
Koordinatentransformation: e :
,=' |
n=ycosg0*+zsin<p*=g(y—z) &= |
vz 1z
{ =zcos@*—ysing* = ?(y + 7)
Somit konnen wir nun die Spannungsverteilung berechnen:
N(x) M;(x) M, (x) F(x—1) F(x—=1)
ox(x,n,{) = - + = — —z)+——(y t+z
(61,0 =— PR ¢ 2 -2 2 v +12)
F(x—=1) F(x — l)
o,(x,y,z) = 0,1829 o y + 0,3675 p

Das Ergebnis stimmt mit jenem aus der allgemeinen Formel Uberein.
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Wir betrachten nun den Fall eines durch eine Kraft in x-Richtung belasteten Stabs. Fallt die
Wirkungslinie dieser Kraft P nicht mit der Stabachse (also der x-Achse) zusammen, so resultieren
daraus neben der Normalkraft N i.a. auch noch die Biegemomente M,, und M,.

\.
N
‘\.
N=P : S
M, = Pzp o R \\.’
M, = —Pyp ZP;L_; neutrale Faser g, = 0
P yPi
I
Yz

Die neutrale Faser ist durch folgende Geradengleichung definiert:

N M, My My]z NJ, ZpJ, Iz
o,(x,y,z2) =———y+—2z=0 - y= zZ+ = — zZ—
PEEATL T, UM, T MAT el YA
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Insbesondere im Bauingenieurwesen ist es haufig gefordert, dass im gesamten Querschnitt die
Normalspannungen g, ein einheitliches Vorzeichen besitzen. Die Frage lautet nun, innerhalb
welchen Bereichs der Angriffspunkt einer auReren Langskraft liegen muss, damit diese Vorgabe
erfullt wird.

Man nennt diesen Bereich dann die Kernflache des Profils.

Beispiel: Kernflache eines Beispiel: Kernflache eines
Rechteckprofils Kreisprofils
b
} !
! d/4
4.._._.._._._<>___._ i
y h /6
i !
Y !
: d
—>r—=b/6 -~—a .
|
Yz
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12.7 Verbundtrager

Verbundtrager sind ein Resultat aus der Forderung nach einerseits moglichst hoher Steifigkeit und
andererseits moglichst geringem Eigengewicht.

Mit folgenden Annahmen
o Vernachlassigung von Querkontraktionseffekten

o Vernachlassigung von Schubspannungen und Annahme der Schubstarrheit
o ldeale Verbindung der Teilquerschnitte

kann man von einer linearen Dehnungsverteilung Uber den Querschnitt (kinematische Vertraglichkeit)
ausgehen.

Die grundlegenden Beziehungen zur analytischen Betrachtung von Verbundtragern wurden bereits
vorgestellt. Sie werden hier nochmals zusammengefasst.

Hookesches Gesetz: Zusammenhang Spannungen und Schnittgrofien:
1
£, = E[Gx —v(oy, +0,)] + aAT N(x) = fax(x' y,2)dA
A

M, (x) = J z0,(x,y,z)dA
A
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Beispiel: Verbundtrager: T 171 |U FT T
Geg..qy, %, E,a -
| o ( Fall 1: Fall 2:
Ges.: Spanlnungsver‘tellung +Biegelinie o 4a 4‘@_—4La—’
My = qot? Ay = qof of 4E 4E E
E
) . O Fomiq S =kt
My (x) = qofX — 5 qot* — 5 qox* ’ . ' i
y
2 2 ] i

Betrachten wir zunachst den Fall 1: V2
Es liegt eine lineare Dehnungsverteilung Gber den Querschnitt vor

ex(x,2) = k(x)z+ /{ - Da Materialsymmetrie bzgl. Biegeachse

Hookesches Gesetz: Zusammenhang SchnittgroRen:
Oy1 = Oyx3 = 4Ee, = 4Ek(x)z M, (x) = ]zax(x, y,z)dA
A

0,y = Ee, = Ek(x)z

a a 2a
M, (x) =j 16Ek(x)z?adz +j 4Ek(x)z?adz +f 16Ek(x)z*adz
—-a a

-2a
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(X)—m%( x—1%—x°)
3 '
0,1 (x,2) = WqO(Z{’x —1?—x%)z Fir-2a<z<-a
Oy (x,2) = ——qo(2€x — 1> — x?)z Fir—-a<z<a
*2 464q+ 10

3 '
0,3(x,2) = mqo(%’x —12—-x%)z Fira <z <2a

Betrachten wir nun den Fall 2:
Es liegt eine lineare Dehnungsverteilung Gber den Querschnitt vor

x(x,2) = k()7 +d_

Da Materialsymmetrie bzgl. Biegeachse

Hookesches Gesetz: Zusammenhang Schnittgrof3en:

Ox1 = Oy3 = 4Ee, = 4Ek(x)z
M, (x) = j zo,(x,y,z)dA
0, = Eg, = Ek(x)z A

My = |

-2a

2a
2Ek(x)zzadz+j 4Ek(x)z%adz

-2a

2a 2a

4Ek(x)z%adz + f

-2a
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P 712 _ .2
k(x) 320Ea4q0(2{’x [ —x*%)
01 (x,2) = 5003 qo(2¢x — 12 — x*)z Fir—2a<z<-a
ze(x,Z) =WQO(2€X—ZZ—X‘2)Z Far —a<z<a
0,.3(x,2) = 8007 qo(2¢x — 12 — x?)z Fira<z<2a
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