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11.1 Grundbegriffe

Zieht man ein Volumselement mit der Kantenlange a in Richtung der Spannungshauptachse 1 in die
Lange, so wird folgende Arbeit W verrichtet:

W = [ Fds mit F = 10;a% und ds = dA¢;a.

A entspricht dabei einem dimensionslosen Laststeigerungsfaktor. Ein gleichzeitiges Belasten in
Richtung 2 und 3 fuhrt zu analogen Beitragen. Insgesamt ergibt sich nach Integration:

W=10 £ a3+10 £ a3+10 ga® |:ad
, oU 1
- U'= W = 5(0-181 + (X)) + 0'383)
Transformation auf beliebige Achsen x,y,z liefert nach Einsetzen von g, = ng n, o, =mlom,

IS

03 =1"g lund unter Beachtungvonn L m Ll=e; Le, L e;:

U1

U' = W = E (ngx t 0y€&y + 0, + TyyVuy T TyzVyz + szyzx)
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Einbau des Hookeschen Gesetzes liefert fur die einzelnen Summanden

1 Ex ve 5 v 1 1
lae —g—yZG &, + e =Gl + i e lr 1G
2 T y I 1 —2w) T\ T T 2 Tvalyz = 5365
1 &, ve 5 vV 1 1
70282 =5 26 (EZ+1—2v>=G(€Z+1—2ve€Z) 7 Taxox = 5 Gix

und somit kann schlieBlich U’ durch die Verzerrungen ausgedriickt werden:

, v 1
U' =G [(e,% +e2+ef + . 21/62) +§(y,?y + v +y22x)]
U’ ...Verzerrungsenergiedichte (strain energy density) [N/m?]

U ....Verzerrungsenergie (strain energy) [Nm]

Zur Erinnerung: e ist die erste Invariante des Verzerrungstensors, also e = ¢, + ¢, + ¢,. Sie
entspricht unmittelbar der Volumsdehnung AV /V.
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Man kann aber auch umgekehrt Dehnungen durch Spannungen ausdrtcken:

aU 1
, 6V (ngx + Oy&y + 0,6, TxyVxy + TyzVyz + TyxVix)
1 o 1 1
2 Oxéx = ﬁ lox —v(0y + 0,)] > TayVxy = ET’%y
1 o 1 1
5 0yEy = % lo, —v(o, + 0,)] > Tyzlyz = Etjz,z
1 o. 1 1
Eo-zgz = ﬁ [O-z - V(O_x + Uy)] Efzxyzx = ﬁfzzx
1
2 (ngx + 0y, + ngz) = 2 (Txyyxy + TyzVyz T szyzx) =
1 1
2E [O‘x + ay + 02 — 2v(oy0, + 0y0, + O'ZO'x)] =5z (Txy + Tyz + sz>

=% [(O‘x + 0y, + O'Z)Z —2(1+v)(ox0y + 0y0, + Uzax)]

_1+v][9p?
2E |1+4v

— 2(0x0y + 0,0, + azax>]
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1+v-(0x+0y+az)2
2E | 1+v
1+v[ 9p?

T 2F |1+v

U*I —

— Z(O'xO'y + 0,0, + ayaz) + Z(Txy + Tyz + 12 )]

—2(0y0y + 0,0, + 0y0,) + 2(t2, + 15, + sz)]

Zur Erinnerung: p = %(Jx + oy + 0y)

Mit Verwendung der Invarianten des Spannungstensors

I =3p=o0x+0,+o,

I, = —(O‘xO'y + 0,0, + ayaz) + (Txy + Tyz + sz)
wird daraus:
g (A Yy
 2FE 1+v 2
14

U*'....Erganzungsenergiedichte (complementary strain energy density) [N/m?]
.. Erganzungsenergie (complementary strain energy) [Nm]

Offensichtlich ist (wie zu erwarten) U* von der Wahl des Koordinatensystems unabhangig.
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Wir setzen nun

1 2
L =];— §I1
Jo =12y + T2, + T8 — (SxSy + SyS, +5,5¢) ... 2. Invariante des Deviators
Ox — D Txy Txz
Zur Erinnerung:s =g—pl=| Tyx Oy ~P Tyz |..Deviator
Tzx Tzy O; —Pp
U*—1+V I} o 212 dV_1—2v112W+1+VJ v
"~ 2E 13y 23l | 6 ) * g |/
|74 1%
|74

Volumsanderungsenergie U,  Gestaltanderungsenergie U
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Bei Berucksichtigung der thermischen Dehnungen mussen diese von der Gesamtdehnung abgezogen

werden, z.B. gilt fir die x-Richtung:

1 e 1
Eo'xex = Eo'x(gx — ardT)

Die ansonsten gleiche Vorgehensweise wie vorher fuhrt auf

E
1-—-2v

3 E 2 12
earAT + = arAT

U’=G[e§+e32,+ezz+ ST

vV 1
1 — Zvez +§(y3y + ngz +yzzx)] -

analog fur U™':

., 1+v 9p? ) , ,
U === |15 ~ 2(0x0y + 0200 + 0y0,) + 2(1y + 75, + 73, ) | + 3arATp
bzw.:
L |1—-2v [ 1+v
17 |74 V

Volumsanderungsenergie U;  Gestaltanderungsenergie Ug;
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1 —21/12 31 -2v)

*f 2
W=—p i=—7g P

. 1+v 1+v 1+v
Ug = T]2 = [(O’x ay) + (ay az) + (0, — 0y) ] + — (Txy + Tyz + sz)
Beachte: fur oy =0y,=0,=p = Ui=0

. 1
far V= E = Uf;’ =0
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11.2 Vergleichsspannungshypothesen

Es stellt sich die Frage, wie man den Spannungszustand mit einem in einem Experiment
ermittelten Festigkeitskennwert vergleichen kann. Dazu muss man erst aus dem
Spannungstensor ein fur den Werkstoff relevantes Vergleichsmal} generieren.

Ein solches kann beispielsweise aus einer Anstrengungshypothese auf Grundlage der

Verzerrungsenergie gewonnen werden. Im folgenden sind die am weitesten verbreiteten
Vergleichsspannungshypothesen angefuhrt:

= 11.2.1 Gestaltinderungsenergiehypothese (GAEH) nach Huber, von Mises, Hencky (HMH)
Sie gilt in erster Linie fur duktile Werkstoffe und geht davon aus, dass plastisches Fliel3en eintritt,
wenn die aus der Gestaltanderungsenergie(-dichte) U’ berechnete Vergleichspannung die im
Zugversuch bestimmte Flie3grenze des Materials erreicht.

Ein Zugversuch erzeugt einen einachsigen Spannungszustand im Probestab, also:

Ox = Oy, Oy = 0y = Tyy = Tyy =Ty, =0
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Die zugehorige Gestaltanderungsenergiedichte betragt im Zugstab:
1+v
2

Ug' =—35 0

Fir einen allgemeinen dreiachsigen Spannungszustand haben wir U5’ schon kennengelernt:

1+v 1+v
Uy = [(ax ay) + (o) — UZ) + (0, — 0y) ] T (Txy + T3y + 1)

Setzt man diese beiden Ausdrucke gleich, so ergibt sich die Vergleichsspannung nach HMH wie folgt:

1
9 = \/E [(O-x - ay)z + (ay - O_Z)Z + (O-Z - O-x)z + 6(1-9%3’ + T32’Z u Tgx)]

bzw. falls es sich um einen Hauptnormalspannungszustand handelt:

1
oy = \/E [(0y — 02)% + (07 — 03)2 + (03 — 01)?]

Um ein plastisches Versagen der Konstruktion zu vermeiden, muss ag,, kleiner (hdchstens gleich)
einer zulassigen Grenze sein. Diese ergibt sich beispielsweise aus der Streckgrenze R, und einer
Sicherheit gegen plastisches Versagen S:

Oy < Oy Ozul = Re/SF
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=) 11.2.2 Schubspannungshypothese nach Tresca

Sie gilt nur fur duktile Werkstoffe und geht davon aus, dass plastisches Fliel3en dann eintritt,
wenn die maximale Schubspannung t,,,x €in gewisses kritisches Mal} erreicht.

Tmax €Ntspricht aber genau dem Radius des Mohrschen Spannungskreises. Im allgemeinen
dreiachsigen Fall ist die grof3tmaogliche Schubspannung demnach

= 21=% wobei die o; grokte HNS und o5 die kleinste HNS bedeutet.

Tm ax 2

T

Im Vergleich dazu betragt die maximale
Schubspannung beim Zugversuch 7,,,x = %

Aus dem Vergleich ergibt sich das
Vergleichsspannungskriterium nach Tresca:

Oy = 01 — 03 < Oy
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Beispiel: Anwendung der Vergleichsspannungshypothesen auf zylindrische Stabe

Eine auf Biegung und Torsion belastete Welle ist durch folgenden Spannungszustand
charakterisiert: l

Biegespannung o}, = g, # 0, 0,= 0, =0,

Torsionsschubspannung 7, = /r,zcy +15,#0, 7y,=0 «_8_ ............. &_»__,X
Nach HMH gilt ¢, = \/% [20f +617] = | 0, = /ag + 372

2

2
Nach Tresca gilt ¢, = 2 (%) +12 = 0y, = |0f +41]
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= 11.2.3 Normalspannungshypothese nach Rankine

Sie gilt nur fur sprode Werkstoffe und geht davon aus, dass sproder Bruch dann eintritt, wenn
die grofldte Hauptnormalspannung g; ein gewisses kritisches Mal} erreicht.

Oy = 01 < Ogyy

Ein entstehender Riss wird sich in einer Ebene normal zur Richtung der grof3ten HNS ausbreiten.
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11.3 Kesselgleichungen

Ein dunnwandiger Kessel (mittlerer Durchmesser d,,,, Wandstarke t) wird durch einen Innendruck
p; belastet. Die entstehenden Spannungen konnen aufgrund einfacher Gleichgewichts-
uberlegungen berechnet werden:

:_>01

Langsspannung g,

Umfangsspannung o;

pidm
2t

20:tf = pidy,f = o =
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Zusammenfassung:

Merkhilfe fur Langs- und Umfangsspgen: Aufplatzen
eines Frankfurter-Wurstels in Langsrichtung:

pid
Op = l4tm Kesselgleichungen % % %
(o)

Man beachte, dass die Radialspannungen g, beim dinnwandigen Kessel im Vergleich zu den
Langs- oder Umfangsspannungen klein sein werden und daher haufig vernachlassigt werden
konnen.

Beachte: Die Berechnung der Langsspannungen ist von den Randbedingungen abhangig. Ggf. mussen
die LAngsspannungen aus anderen Uberlegungen gewonnen werden, wie z.B. im folgenden Fall:

+dn  Im skizzierten Fall ist o, = 0!
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Bei reiner Innendruckbelastung liefern die Kesselgleichungen einen Hauptnormalspannungszustand.

O-{J=O-2
O-t=0-1

Haufig muss bei gegebenem Durchmesser, Innendruck und Materialvorgabe die erforderliche
Wandstarke t.,r des Kesselblechs berechnet werden. Dazu bedient man sich einer geeigneten

Vergleichsspannungshypothese (im Behalterbau zumeist fur duktile Materialen).

Nach HMH qilt

oy = \/% [(01 —02)% + (02 —03)* + (01 —03)?] = \/% [(%)2 + (%)2 + (%)2] =

p;d V3p;d
Oy = 2_?\/5 S Opu = terf 2 T szurln
_ Welche Hypothese ist also strenger
Nach Tresca gilt (fihrt also zu dickeren Bauteilen)?
pidm 1 pidm

Oy = 01 — 03 = < O = teer_

2t
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