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9.1 Verzerrungen und Verschiebungen

Z,
A
|
|
I
I
|
: ,/‘";=5+u aktuelle Konfig.
=
7 g . u” = (u,v,w)... Verschiebung
,-'I ) e xT = (x,y,z)... Koordinaten, aktuelle Konfiguration
/7 T
¥y Y, ¢T = (&,1,0)... Koordinaten, Referenzkonfiguration
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2 Betrachtungsweisen:

Lagrangesche: Eulersche:
x =x(§,t) §=sxt)
x=x(f:77:(:t) f=§(x,y,z,t)
y=y(n4t) n=ny,zt)
Z=Z(s;»77»(;t) Czc(x;y'z't)

z.B. in der Eulerschen Betrachtungsweise:

Mit der Kettenregel gilt:

§=x—u
Ju ou ou
d§ =dx —du d€=dx—adx—@dy—gdz
u(x,y, z ov ov ov
u(x, y,2) dn = dy — 5 dx == dy — 5 dz
ow ow aw
d{:dz——dx—aydy— pp Z
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m 9.1 Verzerrungen und Verschiebungen [pr]X]

Die Metrik des Raums ist eindeutig definiert durch das Quadrat des Bogenelements:

11 1
SA=2(d6% — df) =5 (dx? +dy? + dz? — dg? — dn? ~ d¢?)

= Ej, dx? + E;,dy? + E;,dz* + 2(E;,dxdy + E;,dydz + E;,dzdx)

mit
. ou 1[(ou 2+ v 2+ ow\’] Jge 0w v (oudu Ovdv owdw
> ax 2 |\ox ax Ax ¥ " 9y dx \dxdy dxdy ox dy
., Ov 1[fou\*  [ov\* [ow\’] S E _av+aw auau+avav+awaw
w=a,"2\ay) T\5y) T\5y vz =3, 9y \8yaz " 9yoz ' 9y oz
Caw 1w\ fav\t fow)?] Jpr W Ou (udu vdv owdw
EZZ_E_E az) T\az) T\az 7 9x 0z \0zox 0z0x 0z Ox

Man nennt sie die Verzerrungen des Korpers in der Eulerschen Betrachtungsweise

Mechanik 1A 4

9 Verzerrungszustand



Im

9.1 Verzerrungen und Verschiebungen

[NNX]

MONTAN
UNIVERSITAT
I LEOBEN W
. ou ou
In der Lagrangeschen Betrachtungsweise dx =d&+—=d¢ + —dn + d(
schreibt man alle Differentiale als Funktion 0§ ac
i . ov 6
der Referenzkoordinaten &,1,¢ an und erhalt: dy = dn + — 5% dé + —dTI .|. 5(
d alc+a d§+aw + M
7 =
9¢ M5z
Die Metrik des Raums ist somit:
1 1 2 2 2 2 2
EA =3 (d¢s —d¥j) = Ezzd&* + Eppdn® + Eqzd” + 2(E,fnd€dn + Epedndd + E@d(df)
mit
E ou 1[/ou 2 ov 2 ow 2] o F _6u+6v+ 6u6u+6v6v+6w6w
«=9¢72|\ag) "\ag) T\ar ¢ =5y "ot "\agan "ogan " g oan
E av  1[/0u\® v\ ow\ | oF 617 aw auau+avav+awaw
m=a " 2\an) "\an) T\am LT ona¢ " amal om0
o 0w 1/ou)\®  [av\* [ow\’ - _aw+au+ oudu  0vov  owdw
«=3¢ " 2|\a¢) "\ag) "\az =3¢ Ta¢ "\ageg Tagaz T ag oz
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Die so berechneten Verzerrungskomponenten lassen sich nun, je nach Betrachtungsweise, in einem
symmetrischen Verzerrungstensor zusammenfassen:

Green-Lagrange Verzerrungstensor: Euler-Almansi Verzerrungstensor:
E;x E;y E;z Eff Efﬂ Ef(
g* = Eg*/x Ej*/y Ey, E= Eng  Enp Eng
E;x E;y Ej, E¢e Eqy Egg

Fur kleine Verformungen fallt die aktuelle Konfiguration annahernd mit der Referenzkonfiguration
zusammen. AufRerdem kann man Produkte und hohere Potenzen der Verschiebungsableitungen
vernachlassigen. Somit gilt:

ou . 1/0u OJv
Exx = Ege ~ o Py 2 Een 23\ 5y Y ox
B~ _ov . 1/0v ow
> = Em T gy By =En =5\ % 3y
ow 1(/ow du
b= b= 5, szzEff“§<E+a_z>
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Wir betrachten ein spezielles Bogenelement parallel zur x-Achse in der aktuellen Konfiguration:

! Y
I |
i a
| i
| | dx
[ |
i i
e e Brinaaons Exaepe v caane
= X
dé dx
ds = | dn dx=|0
dg 0
also: dé =d aual
: §=dx ox x
dn=—2Y4
= 0x *
i = -4
¢= 0x X
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Ein naturliches Mal} fur die Dehnung ist die relative Langenanderung:

_de—dty  df _ |dx|

dt, dt, _@_1

&

FUr das spezielle Bogenelement parallel zur x-Achse ist daher

dx 1
€X= —1:—_1

ou\>  [ov\?  [Ow)\? V1= 2Ex
dx (“m) +(m) +(ﬁ)

weill
) 6u2+ 6v2+ ow\" _ |, _,fou_1 6u2+ 6v2+ ow\’
0x 0x ox | ox 2|\ox 0x 0x
I ! 1
analog: & = —F———
J1-2E;,
1
z = -1
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Schubverzerrungen:
| X, dx; =0 dx, = |dy
dé, - dE
' dx1 COS<E+ )—_' —#
A y | = —siny =
i 2 |d$11]dS, ]|
Zahler: 3
ou u
_ 2= ——d
dx 3 dx ay y
JE. - dE. = ov P avd B . Ju\ ou . dv 6v+6W6W dxdy
Grdfp=| -5 Y "oy T dx ) 9y oy )ox " ox ay | T
awd ow
0x x _Edy
— dxd ou 6v+6u6u+6v6v+awaw .
B x}( dy Ox 0xdy OJdyox axay} ()

v
—2E},

Mechanik IA 9 9 Verzerrungszustand




m 9.1 Verzerrungen und Verschiebungen [pr]X]

MONTAN
UNIVERSITAT
I LEOBEN W
cos (E + y) = —siny = —d§1 . d§2
2 |d$y[]dé2|
Nenner:
dllde) = ||1—22% 4 (% 2+ v 2+ ow\[, ,0v  (0u 2+ v 2+ ow\” iedv (v
21221 ™ 0x 0x 0x 0x dy ady dy dy xay ( )
| J
| Y ) Y
1—2E;, 1-2E),
also:
(*) +2Ey,

+siny = =
(") J1-2E;, /T-2E;,

y ist also der Scherwinkel in der xy-Ebene und wird daher in weiterer Folge mit y,,, = 2¢,,, bezeichnet.

Mechanik IA 10 9 Verzerrungszustand




m 9.1 Verzerrungen und Verschiebungen [pr]X]

MONTAN
UNIVERSITAT
M LEOBEN B

In weiterer Folge gehen wir von kleinen Verschiebungen und daher auch kleinen
Verschiebungsgradienten aus. Somit sind auch Ex,, E;, E;;, Exy, Ey,, E;, klein gegen 1, und wir
durfen die zuvor hergeleiteten Zusammenhange linearisieren:

1

J1=2EL,

1
—1=(1-2E.)2 -1~1+E,,—1=E},

_1
sinyyy = Yy = 2E5y[(1 — 2E5,)(1 - 2E5,)] 2 =

= 2E3,[1-2(E5y + E§yY 2E¢LE *y),] ~ 2E5,[1+ 0] ~ 2E,
O

analog: &, = Ey,,

Mechanik IA 11 9 Verzerrungszustand
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Wir betrachten die Verzerrung eines
infinitesimalen rechteckigen Flachenelements.

Fur kleine Winkel @ und g qilt folgende )
- ou S
abcosa =dx+—-—dx=ab (1)
d0x
C
Die relative Langenanderung eines in x-
Richtung orientierten infinitesimal kurzen Ay
Liniensegments AB ist
ab — AB
Ex = aT (2) A dx
_ — u(xy)
Berucksichtigt man, dass AB = dx, ergibt «
sich aus (2) >
ou . :
& =5~ Normaldehnung in x-Richtung
dv 0
und analog gy = @ &, = a_vzv Normaldehnung in y- bzw. z-Richtung

Mechanik IA 12 9 Verzerrungszustand
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Die Scherverformung kann auch als ,Anderung eines
ursprunglich orthogonalen Winkels im Material®

definiert werden und ergibt sich somit als )
Vay =@+ B (1) V)
Aus den geometrischen Beziehungen erkennt
man C
Wy OV
tana = 0x __0x (2) rYy
ou Ju
dx +==dx 14—
O0x d0x
A dx
Ju
9y — u(xy)
tanf = 37 (3)
1+ X
ay £

Fur kleine Winkel gilt tan @ = ¢ und tan § = (3.
Aullerdem ist Z—Z sowie 2—; klein gegen 1, somit lasst
sich yy, mit (2) und (3) letztentlich anschreiben als

ov ou
Ix oy v Jdu
Yoy ¥ 54, v~ ax 9y
ou ov y
l+5x 1+5y

Mechanik 1A 13

Somit gilt:
ow 0v
Vyz = Vzy = E + E
ow oJu
Vxz = Vzx = a + E
_ _ v N u
yxy - Vyx - ax ay
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9.2 Verzerrungstensor Der Verzerrungstensor lasst sich aus den
_ _ linearisierten Verschiebungs —
Verzerrungenl Iasgen sich wie auch Verzerrungsbeziehungen ausrechnen:
Spannungen in einem Tensor, dem
Verzerrungstensor (=Dehnungstensor) ou ou v
anschreiben: Ex = — =—+4—
X ox Vey dy Ox
1 1 dv dv  dw
Ex Vxy Vxz Ex  Exy Exz &y = o= Vyz = — +—=—
e=|1 1 —| € &, & dy Y dz  0dy
E=|2vwx & 3z |=|yx Sy Cyz
1 1 Exx Ezy & ow dw Jdu
FVzx  SVzy &z S =— ==+
2%, T ax " oz

Da sich die 6 Verzerrungskomponenten aus nur 3 Verschiebungskomponenten berechnen lassen,
sind sie nicht voneinander unabhangig, sondern mussen den Kompatibilitatsbedingungen gentugen:

0%, N 623y _ azyxy ) 92e, _ i B Yy N 0V, N Yy
dy? = 0x? Oxdy dxdy O0x\ Ox y 0z
azgy N d2¢, _ azyyz , (')Zgy _ i B 0V, N ayxy N ayyz
0z*> 0y? 0yoz 0z 0x 0y dy 0z 0x
6252 4 azgx _ azyzx 5 d2¢, _ i B ayxy N ayyz N 0Yyx
0x? = 0z? 0zox oxdy 0z\ 0z ox oy
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Beispiel: Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen

Geg.: Verschiebungsfeld u” (x,y,z) = (2xy, y, xyz)
Ges.: Verzerrungstensor €

Die Komponenten des Verzerrungstensors erhalten wir Uber die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung.

ou ou Jv
£x=a=2y yxy=@+a=2x
ov v  ow
0w du
g, = XY Vox = 52t 5 =7

Somit konnen wir nun die Verzerrungskomponenten formal in einem Tensor zusammenfassen.

e 1.1
X FVxy  FVxz
1 1

E=\ 20 & 3z
1 1
>Vzx  SVzy &z
2y X %yz
X 1 1xz

lien
Il

2
%yz %xz Xy
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9.3 Transformation des ebenen Verzerrungstensors

In 2D nimmt der Verzerrungstensor folgende Form an:

1
Ex >Vxy
E=11
2Vyx &y

Die Transformationsvorschrift in ein um einen Winkel ¢ verdrehtes &, n Koordinatensystem erfolgt
vollig analog zum ebenen Spannungszustand, d.h.:

7 Ex T & & —& 1 _
£ = ez ey > + > cos2¢ + nyysm2<p

Ext & & —E

_ _ y .
& = € €6y = = 3 cos2¢p — nyysm2<p
1 e
~Ven = ef g8, = gjjge; = ———>Sin2) — 5, C0S20

Man erhalt also die gleichen Transformationsformeln wie fur den Spannungstensor. Es existiert daher
eine analoge graphische Interpretation, der Mohrsche Dehnungskreis.
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Demgemal gelten auch analoge Formeln fur die Lage der Dehnungshauptachsen bzw. fur die
Haupt(normal)dehnungen.

Ist beispielsweise ein ebener Verzerrungszustand durch «,, ¢, vy, gegeben, so findet man den
Hauptdehungszustand folgendermalien:

&t gy (ex — ey)z Ve
= +
£1,2 2 - j 2 ) T

Vxy

tan2¢ =

In umgekehrter Richtung gelten folgende Zusammenhange (analog zum Spannungszustand):

&+ & & — &
= +

Exy = >t cos2¢

Vxy = (€1 = &2)sin2¢
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Beispiel: DMS-Rosette
\
Geg.: &, Ey, &
Ges.: En,yxy ’ 9 g\/

&, folgt sofort aus der ersten Invariante:

etep=exte, D =6t —& M
Yxy aus den Transformationsformein:
Ext e &g 1 ) = :@V
& = > + > cos2¢ + nyysm2<p : e N
n\‘\ [ e
Mit ¢ = 45° folgt daraus: '\Lg}\_.b

Yy = 285 — & — &

Uber das Stoffgesetz kann man dann o, Oy, Txy
berechnen.

Bemerkung: Die Transformationsformeln fur die Hauptdehnungen (siehe vorige Folie - rot eingerahmt)
konnen hier nicht direkt angewandt werden, da im allgemeinen weder die x-y noch die ¢-n
Koordinatenachsen Dehnungshauptachsen sind.
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