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8. Der Spannungszustand
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/g,,(x,wdy/z,z)
(xlylz) dy A(+d)(/2,y,2)
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8.1 Grundbegriffe

dx
/ \Qy(x,y-dy/ZZ)
K
z X
Ona ---Spannungsvektor
(traction vector) [N/mm?] Definition Spannungsvektor:
Der Spannungsvektor ist die auf ein infinitesimales
k ... Volumskraftdichte [N/mm?] Flachenelement bezogene Schnittkraft.
dF
S=74
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Kraftegleichgewicht am differentiellen Volumenelement:

o,(X,y,z+dz/2)
7gx(x_dX/2 ,y,Z)
dx /| / /
—o,(X,y-dy/2,z '\ Z 4 dy ’, 4
! I
. E A o, (X,y+dy/2,z)
~ : I - /
E .f'/ y dz
gx(x+dx/2,y,2)/p? / _____________
\
\

—0,(X,Y,2-dz/2)

Oy (x + %,y, z) =0,(x,v,2) + %‘% +Terme hoherer Ordnung

0oy
oo (v +,7,7) = 0,05, 7,7) + 2
doy dx

d
—gx(x—f,y, ) —ox(x%,y,2) + == efc..

dF® = kdxdydz + ( = dx ) dydz + ( = dy) dzdx + ( dz) dxdy
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(R) — 99x 99y 92, :
dF® = kdxdydz + (2 dx) dydz + (ay dy) dzdx +(“Zdz)dxdy | :dV
(R)
(R)_dE =k+agx agy+6gz
= av — Odx 0y 0z
S Kt _ Erster Index: Normale auf die Bezugsflache
pannhungsvektoren: Zweiter Index: Richtung der Spgs.-komponente
‘ Gzz
Oxx Oyx 2
Ox = <O-xy>, gy = <0yy>, g, = <O-zy>
O-.XZ O-yZ O-ZZ : ; Gzy
I GZX
bzw. g, = gy | Gy
I
I O,
gy, 0, analog |
| GW
I —
Gleiche Indizes: Normalspannung dz | Oy “
Unterschiedl. Indizes: Schubspannung | 7
0] I
?Z o
E ol dx
T e dy
N i
X "
-
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Einsetzen in das dynamische Grundgesetz: Momentengleichgewicht um eine zur x-Achse

parallele Achse liefert: A G

dF®) =dma | :adV

G,y
z(R) = pg cSyz‘.-
do, 0o, dg c X,Y,Z o
E-I_ a_xx-l_a; a_Zzng "y (-i-y’)dz- :

- Yz
zy

z

dy
) A
In Komponenten angeschrieben: i
|

y

00y N 00y N 00,

+ k, = pa Yo.
aaax aagy aaGZ * * (ayzdxdz)dy — (azydydx)dz =0 | :dV
a2AN R A4 Zy+ky=pay )
aax aay aaZ und analog fiir y- bzw. z-parallele Achse liefert:
0.
y Oyz = Ogzy
Alternative Schreibweise: Ozx i Oxz
O'xy = O'yx
dive +k =pa Dualitat der Schubspannungen bzw.
? Satz der zugeordneten Schubspannungen

Spannungstensor

Mechanik IA 5 8 Spannungszustand
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Spannungstensor
Oxx ny Oxz
o =|0yx Oyy Oyz
o Ozx Gzy Ozz
Sehr haufig schreibt man auch
Oy 7:xy Txz
g=|Tyx Oy Tyz
o Tzx sz 0z

Aufgrund der Dualitat der Schubspannungen
ist der Spannungstensor symmetrisch!

Mechanik 1A

Definitionen

p= %(o‘x + 0, +0,;) hydrostatische Spannung

g=pl+s=
p 0 0 Ox =P  Txy Txz
=0 p 0|+ Tyx Oy —P Tyz
0 0 p Tzx Tzy 0z —D
\ ]\ J
| |
hydrostatischer Deviator, deviatorischer

Spannungsanteil ~ Spannungsanteil

Diese Definitionen werden wir spater noch
brauchen.

8 Spannungszustand
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8.2 Spannungsvektor

Schneiden wir aus einem Korper einen Tetraeder Ubersichtlicher I&sst sich das in 2

der Hohe ¢ heraus, so muss man an jeder Dimensionen darstellen. Man erkennt, wie
Schnittflache den jeweiligen der g,,-Vektor in eine Normalspannungs-
Schnittspannungsvektor (,traction vector®) komponente g und eine Schubspannungs-
einzeichnen, also g, bzw. —g,, —0,,, —0g,. komponente t zerlegt wird:

Mechanik IA 7 8 Spannungszustand
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Das Volumen des Tetraeders ist: V = Ag

Einsetzen in das dynamische Grundgesetz liefert

kV + 0,A — 0, An, — 0y Any, — g, An, = paV | : A
£ £
k§ _anx_gyny_gznz_pgg

Nach dem Grenzubergang £ — 0 verbleibt:

Op = OxTly + Oy, + OyM,

In Komponenten angeschrieben:

Onx = OxxNy + OyxNy + o0,
Opnz = OxzN, + OyzNy + o,,n,

Aufgrund der Symmetrie des Spannungstensor lasst
sich das auch so schreiben:

Oxx Txy Txz\ /My OxxNy T TxyNy + TN,
0, =|Tyx Oyy Tyz || Ny | = TyxNx T OyyNny, + Ty,N; |, also:

S
I
IS
IS

Tzx Tzy Oz
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g, ist also jener Spannungsvektor, der auf die
Schnittflache mit der Normale n wirkt. g,, ist im
allgemeinen nicht normal zur Schnittflache, sondern
hat sowohl eine Komponente

o (Normalspannungskomponente) in Richtung von n
als auch eine Komponente

T (Schubspannungskomponente) in der Schnittebene. /

An,_|

—C

—X

Die Normalspannung ergibt sich aus der Projektion .

von g, auf n mit Hilfe des inneren Produkts / IA X
n
Yy
0g=0p"N < —0,

In der Notation der Matrixrechnung schreibt man
alternativ auch

0 =0, n 0 =0, n

Die Schubspannung Iasst sich dann mittels des Satzes
von Pythagoras berechnen:

Mechanik IA 9 8 Spannungszustand
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8.3. Hauptnormalspannungen

Wahlt man eine andere Schnittebene n’, so wirkt darauf ein
anderer Spannungsvektor. In diesem Zusammenhang kann man
zwei Fragen formulieren:

1. Frage: Wann fallen die Richtungen von g, und n zusammen,
d.h. wann verschwindet t7?

r / ;
Oy =agn =A1n .
\—Y—) e
X

Eigenwert Problem

on'—An'=0 > (c—-A)n'=0

Das Eigenwertproblem hat nur dann nicht—triviale Lésungen fir n’, wenn

det(g -1 !) =0,
oder ausgeschrieben:
) Toy Tyz
det| Ty o0y—21 Ty, |=0.
Tyx Tyy Oy —A

Mechanik IA 8 Spannungszustand



m 8.3 Hauptnormalspannungen [IJnX]

MONTAN
UNIVERSITAT
M LEOBEN B

Das fuhrt auf das folgende fur den Spannungszustand charakteristische Polynom:

B+ L2+ LA+1=0

Wir ersetzen das Symbol A durch ¢ und erhalten somit: —03+Lo?+Lo+13=0

Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms I3, I,, I; nennt man die Invarianten des
Spannungstensors. Bei einer Darstellung des Spannungstensors in einem anderen
Koordinatensystem (z.B. verdreht gegenuber dem Original KS) andern sich das
charakteristische Polynom und somit die Invarianten nicht (im Unterschied zu den Eintragen in
der Matrixdarstellung des Spannungstensors).
Die Invarianten lassen sich auch explizit anschreiben als:

Iy = Oxx + 0y + 05, = Spur(g)

I, = —(0xxOyy + 0yy0,; + 0yx05;) + T2, + T2, + T2

— 2 2 2 —

Die Invarianten bendétigen wir spater fur die Definition der Vergleichsspannung. I; ist unmittelbar
mit der hydrostatischen Spannung p verknupft:

p=-h

Mechanik IA 11 8 Spannungszustand
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8.3 Hauptnormalspannungen [IJnX]

Mechanik IA 12 8 Spannungszustand

Die Lésung der kubischen Gleichung —a3 + I;0% + I,o + I3 = 0 fihrt auf 3 reelle Losungen:
01, 09,03 , die Hauptnormalspannungen.

Diese werden Ublicherweise so angeordnet, dass o, = 0, = o03.

Die zugehorigen Eigenvektoren n,, n,, n; erhalt man durch Einsetzen von o4, g, bzw. g5 in das
urspruangliche Gleichungssystem.

z.B.: (g — O'li) 21 = Q
d.h. ausgeschrieben:

(Oxx — O-l)nlx + OxyNa,, t Oy, = 0,
OxyNy, + (ayy — 01)n1y + oy,ny, =0,
OxzN1, + OyzNy, + (072 —o1)ny, =0.

Dieses homogene Gleichungssystem erhalt erst durch die Nebenbedingung nf, + ni, +nf, = 1
(d.h. |ﬂ| = 1) eine nicht-triviale Losung fur n.

In gleicher Weise verfahrt man zur Bestimmung von n, und n; und erhalt die den
Hauptnormalspannungen zugeordneten Hauptspannungsrichtungen.

Da g ein symmetrischer Tensor ist, gilt fUr seine Eigenvektoren: n L n, L ng
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Somit spannen n4, n,, n; ein Koordinatensystem auf, die Spannungshauptachsen. Das ist
gleichzeitig jenes Koordinatensystem, in dem g, 0,, 03 Extremwerte annehmen:

o7 ... Maximum, grof3te Hauptnormalspannung
o, ... Sattelpunkt

o3 ... Minimum, kleinste Hauptnormalspannung

Man hatte von vorneherein die Suche nach den Hauptnormalspannungen als
Extremwertaufgabe formulieren konnen. Das fuhrt uns auf die 2. Frage:

2. Frage: Fur welche Richtung n wird die Normalspannung o extremal?

! T .
bzw.: gesucht wird n,,n,, n, so, dass ¢ = gin = (gn) n - Extremum, mit der NB nZ + n} + nZ = 1

F(n.ny,n,) = o(ng,n,,n,) —A(n2 +n2 +nz —1)
Lagrange Multiplikator

ausgeschrieben:

F = 0yxn2 + oyyn? + 0,,n% + 2(nny Tyy + Nyn, Ty, + NNy T,y ) — A(ng +n2 +n2 — 1)

oF

= 0: 2(Oyx Ny + TyyNy + Tyzy — ANy ) = 0
on,

Mechanik 1A
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Das Extremum findet man durch Nullsetzen der Ableitungen von F nach den Unbekannten n,, n,, und n,:

oF
— =01 2(0xNy + TuyNy + Ty, — Any) = 0
on,
oF
—=0: 2(Tyyny + oyyny, + 7y,m, —Any,) =0
on,,
oF
=0: 2(TyNy + TyzNy + Oz, — An,) = 0
on,
Oxx — A Txy Txz ny 0
— s Tyx Oyy — A Tyz (ny) = (0)
Tyx Tzy 0,, —A) \1z 0

Wir erhalten also wieder exakt das gleiche Eigenwertproblem und somit die gleichen Losungen wie fur
die 1. Frage.

Mechanik IA 8 Spannungszustand
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Zur Erinnerung:

* Im Spannungshauptachsensystem verschwinden die Schubspannungen, d.h. der
Spannungstensor erhalt folgende Darstellung:

o3 Maxjmum Minimum

* Hauptnormalspannungen sind extremal, d.h. g, = g, = 03

In gleicher Weise kann man sich die Frage stellen, welchen Richtungen n die Extremalwerte von t
zugeordnet sind:

T’ =0 — 0% = 03 — (a1)°

Die prinzipiell gleiche Vorgehensweise wie zuvor ergibt:
0 — 03 03 — 01 01— 02

Man nennt sie Hauptschubspannungen, die ihnen zugeordneten Richtungen sind i.a. nicht

normalspannungsfrei.
In der Festigkeitslehre haben sie aber eine geringere Bedeutung als die Hauptnormalspannungen.

71 = |

Mechanik IA 8 Spannungszustand
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8.3.1 Hauptnormalspannungen fur den ebenen Spannungszustand

Der ebene Spannungszustand ist definiert durch: o,,(= 0,) = 1,,, = 7, = 0, d.h. alle Komponenten
aus der xy-Ebene heraus verschwinden.

5 = o = (ax Txy) (nx) _ [0xNy T TyyNy
=n T == Tyx Oy ) \Ny TyxNyx + Oy,
n
— T — L
oO=0,n= (axnx T TyyNy, TyxNy + ayny) (ny> =
= 0y N% + 2T4yNyny, + oyn;

. (Nx) _ (COSQ o
Mitn = (ny) = (simp) ergibt sich

0 = 0,C08%¢ + 2Ty, cos@sing + g;,sin@

Das lasst sich mit Hilfe der Additionstheoreme Allg: Additionstheoreme:

cos2¢ = cos?g — sin?g

sin2¢ = 2sing@cosg cos(a + f) = cosacosf — sinasinf
umschreiben zu sin(a + ) = sinacosf + cosasinf
oy + 0O Oy — O
o= > Y+ = 5 Y c0S2¢ + Ty, Sin2¢

Mechanik IA 8 Spannungszustand
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Analog gilt fur t:

.. (COs@ _ [ sing o
Mitn = (simp) und m = (_Cos(p> ergibt sich

T = 0,C08@sing — o,,singcosy + T, (sin*@ — cos?¢)

bzw. nach Anwendung der Additionstheoreme

2

T=— Sin2¢ + Ty, cos2¢

Zusammenfassend lasst sich mit folgenden Formeln ein im xy-Koord.-system dargestellter ebener
Spannungszustand in ein beliebiges, dazu um einen Winkel ¢ verdrehtes En-KS transformieren:

Oy + O Oy — O

or = el ges = x2 Z it x2 Y c0S2¢ + Ty, Sin2¢
o, + 0 Oy — O

oy =977"g§n= al > Yy _ X > ycosZgo—TxySiHZq)
Oy — O

T€n=§gggn=€%g€$= xz ySiHZ(p_TxyCOSZQD

Mechanik IA 17 8 Spannungszustand
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Wir suchen nun speziell nach den Hauptnormalspannungen:

Geg.: ebener Spannungszustand mit oy, gy, T,
Ges.: Hauptnormalspannungen g, g, und zugehorige Richtung ¢

Wie im 3D Fall erfordert das Eigenwertproblem das Verschwinden der Determinante

Ox =0 Tyy
det( Tay Gy_a)=0 > (ox—0)(oy—0)—14 =0

0?2 — (ox + 0y)0 + 0x0y, — T2, =0

oy +o, 1 oy + o Ox — 0\
01 = r 4 —\/(O'x + ay)z — 4(0xay — T,%y) =X Y4 (u) +12,
2 2 2 2
Um die Richtung ¢ zu finden, denken wir daran, i
dass 7 = 0 sein muss. Losung:
Oy — 0y
= 2 y SIZHZ(p Ttz =0 01,2 = . ; = T \/(”x ; 03’)2 T Ta%y
T
- tan2¢ = a4 27
9%~ 9 tanZ2¢ = a24
x — Oy

Mechanik IA 8 Spannungszustand
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8.4 Mohrscher Spannungskreis
Betrachten wir nun die umgekehrte Fragestellung:

Geg.: ebener Spannungszustand mit den HNS ¢, o, und eine Richtung ¢
Ges.: Spannungstensor oy, 0y, T,y in €inem um ¢ verdrehten Koordinatensystem.

Einsetzen in die Transformationsformeln fur den Spannungstensor liefert

. (2] + (0})) 01 — 0y 2 -
01— 0z .
Tyy = > sinZ2¢

Die Transformationsformeln lassen sich
geometrisch mit Hilfe des Mohrschen
Spannungskreises interpretieren.

o

2o el
0,—0

0,10, 0,—0,

COS2(p

Mechanik 1A

8 Spannungszustand



m 8.4 Mohrscher Spannungskreis [IJr]X]

MONTAN
UNIVERSITAT
M LEOBEN B

8.4.1 Konstruktion des Mohrschen Spannungskreises

Geg.: ebener Spannungszustand oy, g, T,,, WOb€i 0, > gy, Und Ty, > 0
Ges.: Mohrscher Spannungskreis

Spannungen sind vorzeichenrichtig

G, |
| | S - einzutragen!
Tx-; | )

Gewahltes Koodinatensystem
— Positive Drehung entgegen
des Uhrzeigersinns

8 Spannungszustand
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8.4.2 Ermittlung der Hauptnormal- und Hauptschubspannung

Geg.: ebener Spannungszustand oy, g, T,,, WOb€i 0, > 0y, Und Ty, > 0
Ges.: Hauptnormalspannungen a;, g,, sowie der zugehadrige Drehwinkel ¢ sowie die Hauptschub-

spannung t,,,, und der zugehdorige Drehwinkel ¢’
TA
|

G,
_f" Ty i

. O,
O, o, .
o, :
/ I
y :
:
|
Zix X :
!
.

Gewabhltes Koodinatensystem
— Positive Drehung entgegen
des Uhrzeigersinns

G,

Mechanik 1A 22

Spannungen sind vorzeichenrichtig

einzutragen!

G2
G

02

o g

8 Spannungszustand
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8.4.3 Ermittlung von Normal- und Schubspannung in alilgemeiner Schnittrichtung

Geg.: ebener Spannungszustand oy, g, 7, WObei g, > g, sowie der Drehwinkel +¢
Ges.: Spannungen g, a7, SOWi€e T,

- einzutragen!

' T C. Spannungen sind vorzeichenrichtig
#Tx |
|
|

' ; )
o, —

A

Zor— g X

Gewahltes Koodinatensystem .=
— Positive Drehung entgegen |
des Uhrzeigersinns

Mechanik IA 23 8 Spannungszustand




m 8.4 Mohrscher Spannungskreis [IJr]X]

MONTAN
UNIVERSITAT
M LEOBEN B

8.4.4 Spezialfalle

Einachsiger Spannungszustand  Hydrostatischer Spannungszustand Schubbeanspruchung

G‘I 61 y‘ G1
-
~
+\
~
N
N ‘
N .fx
O, O, G, = -0, b G, .7
—_— | ————— —_— N -
~ a
N L
~ |-
o
G, of 9]
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