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6. Schwerpunkt, Massenmittelpunkt
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Äquivalenz:

�𝑅𝑅 = ∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 �𝐹𝐹𝑖𝑖 mit �𝐹𝐹𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑖𝑖�𝑒𝑒

�𝑟𝑟𝑘𝑘 × �𝑅𝑅 = ∑ �𝑟𝑟𝑖𝑖 × �𝐹𝐹𝑖𝑖

�𝑟𝑟𝑘𝑘 × ∑𝐹𝐹𝑖𝑖�𝑒𝑒 = ∑ �𝑟𝑟𝑖𝑖 × 𝐹𝐹𝑖𝑖�𝑒𝑒

�𝑟𝑟𝑘𝑘 ∑𝐹𝐹𝑖𝑖 × �𝑒𝑒 = ∑ �𝑟𝑟𝑖𝑖𝐹𝐹𝑖𝑖 × �𝑒𝑒

�𝑟𝑟𝑘𝑘 ∑𝐹𝐹𝑖𝑖 − ∑ �𝑟𝑟𝑖𝑖𝐹𝐹𝑖𝑖 × �𝑒𝑒 = 0

6.1 Definitionen

Geg.: Parallelkraftsystem, zusätzlich alle Kräfte gleich orientiert.
Ges.: resultierende Einzelkraft �𝑅𝑅 und deren Lage �𝑟𝑟𝑘𝑘.

�𝑟𝑟𝑘𝑘 =
∑ �𝑟𝑟𝑖𝑖𝐹𝐹𝑖𝑖
∑𝐹𝐹𝑖𝑖

Kräftemittelpunkt

6.1 Definitionen
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𝑑𝑑�𝐺𝐺 = �𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑔𝑔𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝛾𝛾 … spezifisches Gewicht   [N/m³]
𝜌𝜌 … Massendichte [kg/m³]

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑, �𝛾𝛾 = 𝜌𝜌�𝑔𝑔

Für technische Anwendungen sind alle 𝑑𝑑�𝐺𝐺 parallel, 
somit gelten wieder obige Beziehungen für den 
Kräftemittelpunkt:

⇒ Kräftemittelpunkt≡ Schwerpunkt

Schwerpunkt:

�𝑟𝑟𝑠𝑠 =
∫ �𝑟𝑟𝑑𝑑𝐺𝐺
∫𝑑𝑑𝐺𝐺

=
∫ �𝑟𝑟𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑
∫𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑

=
∫ �𝑟𝑟𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑
∫𝑔𝑔𝑑𝑑𝑑𝑑

=
∫ �𝑟𝑟𝑔𝑔𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑
∫𝑔𝑔𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑Anmerkung zur Erdbeschleunigung g:

Nordpol: g=9.8322 m/s²
45°: g=9.8063 m/s²
Äquator: g=9.7805 m/s²

Normalfallbeschleunigung: gn=9.80665 m/s²

6.1 Definitionen
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Für 𝑔𝑔 = const. (homogenes Schwerefeld) gilt:

�𝑟𝑟𝑀𝑀 =
∫ �𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑
∫𝑑𝑑𝑑𝑑

=
∫ �𝑟𝑟𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑
∫𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑

Massenmittelpunkt

Für 𝜌𝜌 = const. (homogener Körper) gilt:

�𝑟𝑟𝑀𝑀 = �𝑟𝑟𝑉𝑉 =
1
𝑑𝑑� �𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 Volumenmittelpunkt

𝑥𝑥𝑀𝑀 =
1
𝑑𝑑�𝑥𝑥𝜌𝜌(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦𝑀𝑀 =
1
𝑑𝑑�𝑦𝑦𝜌𝜌(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑀𝑀 =
1
𝑑𝑑�𝑧𝑧𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

In Koordinaten ausgeschrieben:

Für ebene Platten konstanter Dicke 𝑡𝑡 gilt 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜌𝜌𝐹𝐹𝑑𝑑𝐴𝐴, Flächendichte 𝜌𝜌𝐹𝐹 = 𝜌𝜌𝑡𝑡. [𝜌𝜌𝐹𝐹] = kg/m² �𝑟𝑟𝑀𝑀 =

1
𝑑𝑑�

𝐴𝐴

𝜌𝜌𝐹𝐹�𝑟𝑟𝑑𝑑𝐴𝐴

„Flächenschwerpunkt“Für 𝜌𝜌𝐹𝐹 = const. (homogene Platte) gilt: �𝑟𝑟𝑀𝑀 = �𝑟𝑟𝐴𝐴 =
1
𝐴𝐴�
𝐴𝐴

�𝑟𝑟𝑑𝑑𝐴𝐴

Für Stabwerke konstanter Querschnittsfläche 𝑓𝑓
gilt 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌𝐿𝐿𝑑𝑑𝑠𝑠, Liniendichte 𝜌𝜌𝐿𝐿 = 𝜌𝜌𝑓𝑓. [𝜌𝜌𝐿𝐿] = kg/m �𝑟𝑟𝑀𝑀 =

1
𝑑𝑑�

𝐿𝐿

𝜌𝜌𝐿𝐿�𝑟𝑟𝑑𝑑𝑠𝑠

„Linienschwerpunkt“Für 𝜌𝜌𝐿𝐿 = const. (homogene Stäbe) gilt: �𝑟𝑟𝑀𝑀 = �𝑟𝑟𝐿𝐿 =
1
𝐿𝐿�
𝐿𝐿

�𝑟𝑟𝑑𝑑𝑠𝑠

L … Stablänge
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Beispiel: Schwerpunkt des Kegelstumpfs geg.: 𝑅𝑅,𝐻𝐻, ℎ

ges.: 𝑧𝑧𝑆𝑆

𝑧𝑧𝑆𝑆 =
1
𝑑𝑑�𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟(𝑧𝑧)
𝑧𝑧 =

𝑅𝑅
𝐻𝐻 ⇒ 𝑟𝑟 𝑧𝑧 =

𝑅𝑅
𝐻𝐻 𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟2 𝑧𝑧 𝜋𝜋𝑑𝑑𝑧𝑧 =
𝑅𝑅2

𝐻𝐻2 𝑧𝑧
2𝜋𝜋𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑑𝑑 = �
ℎ

𝐻𝐻
𝑅𝑅2

𝐻𝐻2 𝑧𝑧
2𝜋𝜋𝑑𝑑𝑧𝑧 =

𝑅𝑅2𝜋𝜋
3𝐻𝐻2 𝐻𝐻3 − ℎ3

�
ℎ

𝐻𝐻

𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑅𝑅2

𝐻𝐻2 𝜋𝜋�
ℎ

𝐻𝐻

𝑧𝑧3𝑑𝑑𝑧𝑧 =
𝑅𝑅2

𝐻𝐻2 𝜋𝜋
𝐻𝐻4 − ℎ4

4

𝑧𝑧𝑆𝑆 =
3
4
𝐻𝐻4 − ℎ4

𝐻𝐻3 − ℎ3

für ℎ = 0 → 𝑧𝑧𝑆𝑆 = 3
4
𝐻𝐻
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Beispiel:  geometrischer Schwerpunkt der 
Halbkreisfläche

𝑑𝑑𝐴𝐴 = 𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝜑𝜑, 𝐴𝐴 = 1
2𝑅𝑅

2𝜋𝜋

𝑥𝑥𝐴𝐴 =
2
𝑅𝑅2𝜋𝜋�0

𝑅𝑅
�
−𝜋𝜋/2

+𝜋𝜋/2
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑠𝑠𝜑𝜑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝜑𝜑 =

=
4
𝑅𝑅2𝜋𝜋�0

𝑅𝑅
𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑟𝑟 =

4𝑅𝑅
3𝜋𝜋

�𝑟𝑟𝐴𝐴 =
1
𝐴𝐴�
𝐴𝐴

�𝑟𝑟𝑑𝑑𝐴𝐴

Beispiel:  geometrischer Schwerpunkt der 
Halbkreislinie

𝑑𝑑𝑠𝑠 = 𝑅𝑅𝑑𝑑𝜑𝜑, 𝐿𝐿 = 𝑅𝑅𝜋𝜋

𝑥𝑥𝐿𝐿 =
1
𝑅𝑅𝜋𝜋�−𝜋𝜋/2

+𝜋𝜋/2
𝑅𝑅𝑟𝑟𝑟𝑟𝑠𝑠𝜑𝜑𝑅𝑅𝑑𝑑𝜑𝜑 =

2𝑅𝑅
𝜋𝜋

�𝑟𝑟𝐿𝐿 =
1
𝐿𝐿�
𝐿𝐿

�𝑟𝑟𝑑𝑑𝑠𝑠
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6.2 Teilschwerpunktsatz:

�𝑟𝑟𝑆𝑆 =
∑ �𝑟𝑟𝑖𝑖𝑑𝑑𝑖𝑖
∑𝑑𝑑𝑖𝑖

Beispiel: Flächen-SP, homogenes Blech mit Loch

geg.: 𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2 , 𝑥𝑥2

ges.: 𝑥𝑥𝑆𝑆

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖

1 0 𝑟𝑟12𝜋𝜋 0

2 𝑥𝑥2 −𝑟𝑟22𝜋𝜋 −𝑟𝑟22𝜋𝜋𝑥𝑥2

� 𝑟𝑟12 − 𝑟𝑟22 𝜋𝜋 −𝑟𝑟22𝜋𝜋𝑥𝑥2

𝑥𝑥𝑆𝑆 =
−𝑟𝑟22𝑥𝑥2
𝑟𝑟12 − 𝑟𝑟22

Besteht ein Körper aus mehreren
Teilkörpern bekannter SP-Lage,
so gilt: 

𝑥𝑥𝑠𝑠 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖
∑𝐴𝐴𝑖𝑖

𝑦𝑦𝑠𝑠 = 0

6.2 Teilschwerpunktsatz
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6.3 Regeln von Pappus-Guldin

für Rotationskörper gilt:
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑟𝑟2 𝑧𝑧 𝜋𝜋
2𝜋𝜋 𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑧𝑧

Das Volumen des Rotationskörpers ist somit

𝑑𝑑 = �
𝑧𝑧=0

ℎ

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛼𝛼�
0

ℎ
𝑟𝑟2 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧

2

Andererseits gilt für den SP der Meridianfläche

𝑟𝑟𝐴𝐴 =
1
𝐴𝐴 �
𝑧𝑧=0

ℎ
1
2 𝑟𝑟 𝑧𝑧 𝑟𝑟 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧

Vergleicht man die beiden Integrale, erkennt man

𝑑𝑑𝐴𝐴

𝑑𝑑 = 𝛼𝛼 𝑟𝑟𝐴𝐴 𝐴𝐴

für 𝛼𝛼 = 2𝜋𝜋: 𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋 𝑟𝑟𝐴𝐴 𝐴𝐴

A…Meridianfläche 1. Guldinsche Regel

6.3 Regeln von Pappus-Guldin
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𝑑𝑑𝑑𝑑 = r 𝑧𝑧 𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑠𝑠

Die Oberfläche des Rotationskörpers ist

𝑑𝑑 = 𝛼𝛼 �
𝑠𝑠=0

𝐿𝐿

𝑟𝑟 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑠𝑠

Andererseits gilt für den Linienschwerpunkt

𝐿𝐿𝑟𝑟𝐿𝐿 = �
𝑠𝑠=0

𝐿𝐿

𝑟𝑟 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑠𝑠

Vergleicht man die beiden Integrale, sieht man

𝑑𝑑 = 𝛼𝛼 𝑟𝑟𝐿𝐿𝐿𝐿

für 𝛼𝛼 = 2𝜋𝜋: 𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋 𝑟𝑟𝐿𝐿𝐿𝐿

Analog gilt für die Oberfläche von Rotationskörpern:

L…Länge der Erzeugenden des Rotationskörpers
2. Guldinsche Regel

6.3 Regeln von Pappus-Guldin
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Beispiel: SP der Halbkreisfläche

𝑑𝑑𝐾𝐾 =
4𝑟𝑟3𝜋𝜋

3 , 𝐴𝐴𝐻𝐻𝐾𝐾 =
𝑟𝑟2𝜋𝜋

2

Nach der 1. Guldinschen Regel gilt

𝑟𝑟𝐴𝐴 =
𝑑𝑑𝐾𝐾

2𝜋𝜋 𝐴𝐴𝐻𝐻𝐾𝐾
= 2 �

4𝑟𝑟3𝜋𝜋
6𝜋𝜋 � 𝑟𝑟2𝜋𝜋 =

4𝑟𝑟
3𝜋𝜋

𝑑𝑑𝐾𝐾 ...Volumen des Rotationskörpers

𝐴𝐴𝐻𝐻𝐾𝐾…Inhalt der Meridianfläche

𝑑𝑑𝐾𝐾 = 4𝑟𝑟2𝜋𝜋, 𝐿𝐿𝐻𝐻𝐾𝐾 = rπ

Nach der 2. Guldinschen Regel gilt:

𝑟𝑟𝐿𝐿 =
𝑑𝑑𝐾𝐾

2𝜋𝜋 𝐿𝐿𝐻𝐻𝐾𝐾
=

4𝑟𝑟2𝜋𝜋
2𝑟𝑟𝜋𝜋2 =

2𝑟𝑟
𝜋𝜋

Beispiel: SP der Halbkreislinie

𝑑𝑑𝐾𝐾 ...Oberfläche des Rotationskörpers

𝐿𝐿𝐻𝐻𝐾𝐾…Länge des Halbkreises

6.3 Regeln von Pappus-Guldin
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Beispiel: Torus

Die Pappus - Guldinschen Regeln können umgekehrt auch zur Volums-, bzw. 
Oberflächenberechnung verwendet werden.

Die Schwerpunktslage sowie der Inhalt der 
Meridianfläche sind bekannt:

𝑟𝑟𝐴𝐴 = 𝑅𝑅, 𝐴𝐴 = 𝑟𝑟2𝜋𝜋

Somit kann das Volumen des Rotationskörpers, 
also des Torus, berechnet werden:

𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝑅𝑅𝑟𝑟2𝜋𝜋 = 2𝑅𝑅𝑟𝑟2𝜋𝜋2

6.3 Regeln von Pappus-Guldin
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