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1.1 Der Kraftvektor

Eine Kraft ist ein Vektor, charakterisiert durch
Grolde, Richtung und Orientierung

M

Bezeichung allgemein: F (auch F, F, F.....)

Typische Krafte: Gewichtskraft G, Seilkraft S, Kontaktkraft X ....

Krafte bewirken:

* Muskelempfindungen
« Verformungen fester Korper
« Beschleunigung von Korpern

Andere Vektoren in der Mechanik:

Geschwindigkeit v
Beschleunigung a

o : - -2
Einheit der Kraft: Newton, 1 N = 1 kgms Ortsvektor r

(frabher: kilopond, 1 kp = 9,80665 N,
Normalfallbeschleunigung g, = 9,80665 ms-?)
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Vektoralgebra:
=

. F, = F,, wenn |F;| = |E,| und F, || F, und gleiche Orientierung,
der Angriffspunkt kann unterschiedlich sein
F; = —F;, wenn |F;| = |F;| und F; || F, und entgegengesetzte Orientierung.

Multiplikation mit einem Skalar:

= Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar verandert die
GrolRe und ggf. die Orientierung des Vektors, die Richtung
= bleibt hingegen gleich.

/ 1 SF
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Vektoraddition:

R=F+FK=FKh+tH aber |R| < |F |+ |F|

kommutativ!

k(F, + Fy) = kFy + kF,

distributiv!

Vektordifferenz:

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Zerlegung eines Vektors:

M

Zerlegung von F in Komponenten F, und F,

: ~--a

Mechanik IA 1 Kraftbegriff



m 1.1 Der Kraftvektor [IJ r]X]

MONTAN
UNIVERSITAT
M LEOBEN B

Darstellungsmaoglichkeiten von Vektoren:

Zerlegung eines Vektors in einem geeigneten Koordinatensystem

z.B. kartesisch, 2D:

Ly F=F +FE = |Ele. +|Bley = Feex + Frey
i F
€. ey .... Einheitsvektoren (Richtungsanzeiger der Lange 1)
F
F.=|F| cosa
E,=|F| si
- \ " =|F|sina
-
E:
Merke:
¢ .
¢ sin @
¢
¢ cos ¢
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kartesisch, 3D:

1 rechtshandiges Koordinatensystem !

t 4z

[T

I

n

S

Gegebenenfalls sind andere Koordinatensysteme zielfuhrend,
z.B. Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten), naturliche
Koordinaten (in der Kinematik) ....

Manchmal werden Vektoren in Spaltenform dargestellt:

F, u
z.B. Kraftvektor F = | F, |, Geschwindigkeitsvektor v = (v)
E, w
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Rechnerische Addition und Subtraktion von Vektoren:

A =Aye, +Aye, +Aze,
B =Bye, + Bye, + Bye,

R =(Ax + By)e, + (4y + By)e, + (4, + By)e, analog fiir Subtraktion

Alternative Schreibweise:

R, A, B, A, + B,

Ry = Ay + By = Ay + By

R, A, B, A, +B,
R= A + B
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Beispiel:

Geg.: 8,51 = [S1], S, = |S,]

Ges.: Resultierender Kraftvektor R

rechnerische Losung:

$y =S81cosBe,—S;sinfe,

S, =S5cosae, + 5, sinae,

R=35+S5,=(Sicosf +S,cosa)e, +

+(—S1sinf + S;sina) e,

_ ( Sicosf + S, cos a)
~\—S;sinfB+S,sina
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1.2 Kraftangriffspunkt

Der Begriff ,Einzelkraft” ist bereits eine Idealisierung. In der Realitat treten zwei Falle auf:

1.) raumlich verteile Krafte (Volumskrafte oder Massenkrafte)
k= lim —=- [k] = N/m?

z.B. Schwerkraft (im Modell Ersatz durch Einzellast im Schwerpunkt)

2.) flachig verteile Krafte (Oberflachenkrafte)

. AF4
o= Jim 55 o] = Nir \m/

z.B. Druckverteilung auf einem Autoreifen l

(Ersatz durch Einzellast)
\_t*/
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bei groerer Beruhrflache:

Krafte treten paarweise, mit gleichem Betrag,
entgegengesetzt auf (3. Newtonsches Axiom)

K.... Kontaktkraft von Unterlage auf Korper

Ersatz durch Einzelkraft bei der Berechnung
der Verformungen und inneren
Beanspruchungen i.a. nicht zulassig

Mechanik 1A
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Fur 2D Modelle werden haufig linienmalig verteilte Lasten (= Streckenlasten) benotigt:

Streckenlast q (x)

q= lim 25 [g] = N/m

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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1.3 Der Ortsvektor

Z

o o §
/

7 Ziel Ausgangspunkt

» X
X
p =xe, +ye, +ze, oder 1= (y) Tpa = (X — Xa)ex + (¥ — Ya)ey + (zp — za)e,
Z
normierter Richtungsvektor ng, = |fBA| Insa| =1
I BA
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Ist die Wirkungslinie einer Kraft durch 2 Punkte A und B gegeben und kennt man die Grolie der
Kraft, so kann man den Kraftvektor wie folgt anschreiben:

F
F =gy = Frgs = F 24 5 2
754l |54l
Z
LA

Beispiel:

g Geg.: S = 350 N, Punkte A, B
Ges.: S

0 3
7,5m 7.5 1.5

3
A= (—2>, |rea| = V32 +22+62=7

N

[8:]
. -6
350/ 3 150
S = — -2 ]1=1{-100
—6 —-300
. anm _
_______ ' oder
e S =150e, —100e, — 300¢,
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1.4 Vektorprodukte - Inneres Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren: "In-Produkt"

A-B=B-A kommutativ! A

Definition: A-B =ABcos¢ ¢ B

,
Y
losj

Acosp

Projektion eines Vektors auf den anderen. Wird in der Mechanik z.B. fur die Definition von Arbeit,
Leistung etc. bendtigt.

A =Ayxe, +Aye, +Aze,
B =Bye, +Byey, + Bge,
A-B = (Ace, +Aye, + Aze,) - (Bye, + Bye, + Bye,) = Man beachte:
AxBxey e+ AxBye, e, + AxBye, e, + 1fir i=j
AyByey -e. + AyBye, - e, +A,Bey - e, + &&= {0 fir i #j
ABye, -ex +AzBye, -ey + A,Bze, e, =

L]..X, V, Z
AyBy + AyB, + A,B, S
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Winkel zwischen 2 Vektoren:

[
|

oS = ——

z.B. in vorigem Beispiel: Winkel y zwischen S und z-Achse:

I~
B

cosy = §§Z =%=ﬂz y=1490 ,yl=310
Slle.] S 350 |
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Vektorprodukte - AuReres Produkt (vektorielles Produkt) zweier Vektoren: ,Ex-Produkt"

_ ‘“?Qu
\\ “Flacheninhalt
IN| =A% B

N A

AXB=-BxA nicht kommutativ!

Definition: |A x B| = |A||B] sina

|=
I

ES
X

kv

A

B Rechtsschraubregel
5 ) %
~A s
AxB=0,wennA | B oder |A| = 0oder |B| =0
k(AxB)=kAxB=AxXkB assoziativ fiir die Multiplikation mit einem Skalar
Ax(B+C)=(AxB)+(4%C) distributiv
AXxB+C=(AxB)+C+Ax(B+() “Punkt vor Strich”

Mechanik 1A
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A =Aye, +Aye, +A,e, Man beachte:
§=Bx§x+By§y+BZ§Z gxxgxzo
ey X e, =

UNIVERSITAT
AXB = (Aye, +Aye, +Aze;) X (Bye, + Bye, + Bye,) = P 0 i '

M LEOBEN W
e, Xe, =

== ' =ZZ

AyxBye, X e, + AyBye, X e, +AyBe, X e, +

‘:ygxéyxéx"'AAséBynyéy ‘;AIJ;BZQXQZ-'_ exXe, =g, ey X ex = —¢,
e, Xe,+ e, Xe,+ e, X e, = - =

zPxEz 7 Ex THzPyEz ~ Ly zmz—z T 2 €y X e; = € €, X8 = —&

(AyBZ—AZBy)gx+(AZBx—Asz)§y+(AxBy_AyBx)gz EZXQx=§y §x><§z=—§y

andere Schreibweise:

ex & &
AXB = Ay Ay Ay = ex(AyB, —A;By) — e, (AxB, — A,By) + ¢,(AxBy — AyBy)
B, B, B,
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Gemischtes Produkt dreier Vektoren: ,Spatprodukt”
(4 X Q) - C ist das Volumen des von A, B und C aufgespannten Parallelepipeds (Spat)
AXE | , '
jc (4xB)-C=]axB||c|cosp
.
B = ____
A, A, A,
(AxB)-C=|Bx By B;|=A(ByC, —B,Cy) + Ay(B,Cy — By(,) + A, (ByCy — By Cy)
Cx C C

A, B und C konnen zyklisch vertauscht werden.

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Entwicklungssatz:

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

Man beachte:

(AxB)xC#Ax(Bx() nicht assoziativ

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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1.5 Der Momentenvektor

Das Moment einer Kraft bzgl. eines Bezugspunkts O:

Definition: | Mp =1 X F

Mol = [ellE|sine = |Elr] sina =

= |E|p ..... “Kraft” mal “Hebelarm” (sinnvoll nur in 2D)

Der Momentenvektor steht normal auf die von r und F aufgespannte Ebene. Der Drehsinn ergibt sich
aus der Rechtsschraubregel.

€x &y €z
Mp=rxF=|* YV Z :(sz_ZFy)gx_(sz_ZFx)gy+(xFy_ny)§z
E, Fy F,

Offensichtlich ist M, abhangig von der Wahl des Bezugspunkts.

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Resultierender Momentenvektor eines Kraftsystems mit Bezugspunkt O:

(®)
M,

I

(NgE
=
N
=

~
Il
=
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Moment eines Kraftepaars:

MG =1 xF+1, % (=F) =
=nXF-npXFE=([—1r)XE
=TpX F
11, ist unabhangig von der Wahl des Bezugspunkts!
Abkurzend setzen wir ry, = r
Also M=rxF (man beachte: M hat keinen Index fur den Bezugspunkt)

Wieder gilt fir den Betrag: |M| = |F|p

Dieser M darf am starren Korper beliebig langs und parallel verschoben werden.

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Aquivalente Kraftepaare erzeugen alle den gleichen Momentenvektor M

Die Momente von Kraftepaaren konnen zu einem resultierenden Moment zusammengefasst werden:

n
M® =1 xF

l

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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1.6 Kraftsysteme

gemeinsamer zentrales ebenes zentrales raumliches
Schnittpunkt aller Kraftsystem Kraftsystem
Wirkungslinien

kein gemeinsamer allgemeines ebenes allgemeines raumliches
Schnittpunkt aller Kraftsystem Kraftsystem
Wirkungslinien
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Reduktion eines Kraftsystems:
Geg.: Krafte F; bis E, in den Angriffspunkten A, bis A,

Ges.: Durch welches Gebilde im Punkt A laf3t sich das Kraftsystem aquivalent ersetzen?

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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m 1.6 Kraftsysteme [IJr]X]

Reduktion eines Kraftsystems:

Geg.: Krafte F; bis E, in den Angriffspunkten A, bis A,

Ges.: Durch welches Gebilde im Punkt A laf3t sich das Kraftsystem aquivalent ersetzen?
F A Verschiebt man eine Kraft

parallel, so ist das nur durch ein
zusatzliches Moment aquivalent

moglich.
My=n XK
My =1 X Iy
n
R=)F

n
M, = Zg X F; A.....Reduktionspunkt

Reduktionsresultanten

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Haben Kraftsystem im gleichen Punkt gleiche Reduktionsergebnisse, nennt man sie aquivalent.
Welchen Einfluss hat die Wahl eines anderen Reduktionspunkts A*?

Ausgangspunkt:

Reduktionsergebnis fur den PunktA: R =} F;, My =1 X F

firA'gilt: R=YF,, My =Y1r/ XF

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Haben Kraftsystem im gleichen Punkt gleiche Reduktionsergebnisse, nennt man sie aquivalent.

Welchen Einfluss hat die Wahl eines anderen Reduktionspunkts A*?

Ausgangspunkt:
Reduktionsergebnis fur den PunktA: R =} F;, My =1 X F
firA'giltt R=%F, My =31/ xF r/=-a
E| R
3 MA'=Z(E—£)XE=Z(EXE)— QXZE
T M. Tk
M My =M, —(aXR)

M, nurdann=M,, wenn R =0o0deral R

=

Wir projizieren nun M, auf den normierten R, d.h. aufn =

]

My-n=My-n—(@xR)-n = My -n=My-n=Mg,  Mgp=Mpn

0

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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Ei B
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/.

.Y Zentralachse

Bei geeigneter Wahl des Reduktionspunkts verschwindet die Normalkomponente von M, und es
verbleibt die auf der Zentralachse liegende Dyname oder Kraftschraube des Systems.

Sie ist charakteristisch fur das Kraftsystem.

Mechanik IA 1 Kraftbegriff
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