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22.1 Schwingungsgleichung

Schwingungen sind Vorgange, die sich periodisch wiederholen.
Federn, linear:

Federn stellen die einfachsten schwingungsfahigen Elemente dar.

. I RES Federkonstante
F F l
- - F =cAf = cx [C]=N/m
- X(t) ?..... entspannte Lange
Drehfeder:
\‘ Drehfederkonstante
AY l
/ M = crAY [c;] = Nm
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Dampfer: Dampfungskonstante
: l
-t ° H B F= ki K] = E
m
t ,
x40 ...geschw. prop. Dampfung
linearer Schwinger:

[

E— —
—1 |
K xm
reibungsfrei
F-=cx
——
) SS:mi = F(t) —cx — kx
B N . _ Differentialgleichung der
Fo=kx mx + kx + cx = F(¢) linearen Schwingung

Schwingungsdifferentialgleichung
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22.2 Freie Schwingung
Freie Schwingung, wenn F(t) =0

erzwungene (krafterregte) Schwingung, wenn F(t) # 0

ungedampfte, freie Schwingung: mx + cx =0

(1)2

5&+@ x=0

Losungsansatz:

x(t) = Acoswt + Bsinwt
x(t) = —Awsinwt + Bwcoswt

%(t) = —Aw?coswt — Bw?sinwt
A, B, w... Konstanten

Mechanik IB

—mw?(Acoswt + Bsinwt) + c(Acoswt + Bsinwt) = 0

(c — mw?)(Acoswt + Bsinwt) = 0

Muss fur alle t erflllt sein = ¢ — mw? =0

> w= \/z ...Eigenkreisfrequenz [w] =571
m
_ _2m
Aligemein: | T'=—-1 periodendauer [T]=s
m
hier: T = Zn\/:
(o

3 22 Schwingungen



m 22.2 Freie Schwingung [an]

MONTAN
UNIVERSITAT
B LEOBEN W

gedampfte, freie Schwingung: mx +kx+cx=0

Mit A = % und w? = % ergibt sich: A...Abklingkoeffizient

X4+ 2Ax + w?x=0

Allgemeiner Ansatz: x(t) = Ce%t
x(t) = Cae®*

i(t) = Ca?e®t

= (a? + 2la + w?) Ce* =0 furallet

0
a1, = —A++/A? — w? - Fallunterscheidung

HA>w>0: starke Dampfung
) A = w: aperiod. Grenzfall
Nw>1>0: schwache Dampfung
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1) x(t) = e M[AeVF ~w*t 4 Be—VA* -0t

2) x(t) = e *M[A + Bt]

3) x(t) = e-zt[Acos(mt) + Bsin(x/ﬂt)] Die Periodendauer einer gedampften
Schwingung ist grofRer als die Periodendauer

der ungedampften Schwingung

2
,1=L T = i

Cc -
m 2m Jw2 — A2
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Lehrsches Dampfungsmal}:

Dimensionslose Kennzahl zur Beurteilung, wie sich das schwingfahige System nach der Anregung
verhalt.

A
D =—
)

Das Lehr'sche Dampfungsmal kann zur Charakterisierung des Schwingverhaltens herangezogen
werden.

+ D=0 -> ungedampfte Schwingung
* 0<D<1 - schwach gedampfte Schwingung
* D=1 - aperiodischer Grenzfall

+ D>1 - stark gedampfte Schwingung
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22.3 Krafterregte Schwingung  mx + kx + cx = F(t)

x(t) = xp(t) + x, ()

z.B.:mi + kx + cx = Scosfit | :m Ansatz fur die Partikularlésung:
k Cc S = i
ir e S =2 cosnt xp(t) = Ccost + Dsinflt
m m
4 %, (t) = —COsint + Dcost
2 w?

X%, (t) = —CR?cost — DN*sinft

Einsetzen der Partikularlosung liefert:

—  —C0?cost — DN?sinft + 2A(—CAsint + DNcost) + w?(CcosNt + Dsint) = S/ py, cost

Die Gleichung muss zu jedem beliebigen (wz — 02)C + 240D = S/m
Zeitpunkt t erflllt sein. Das ist nur moglich, Cc D
wenn folgende 2 Gleichungen gelten: —210C + (w? — 02)D = 0 '
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Beispiel: Krafterregte Schwingung

c Geg.: ¢ =100N/m

— A — " k = 100Ns/m

F(t) = Fysinlt

% — F(t) Masse m

| Ik = Anfangsbed.:
\ x(t=0)=0
reibungsfrei x(t=0)=0

Ges.: Bewegungsgleichung

A=—=— w=== - w>A
2m m m

F.=cx

~— Zunachst muss die Bewegungsgleichung aufgestellt

E(t werden
O ssimit = F(6) — cx — kt
I L koo F()
Fo=kx ¥ +—x+—x=—— Inhomogene DGL 2. Ordnung
m m m

Die allgemeine Losung einer inhomogenen DGL besteht aus einer homogenen und einer partikularen
Losung:  x =x, +x,
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Zunachst wird die homogene Losung bestimmt:

L, ko«
X+—x+—x=0

m m
¥+ 20+ w?x =0 a’Ce® + 20aCe®™ + w?Ce* =0
Ldsungsansatz: Zusammenfassen zum charakteristischen
Polynom
x(t) = Ce™t

. (o? + 200 + w?)Ce* =0
x(t) = aCe® Einsetzen in homogene DGL
9 o2 = —AE A% — w?
i(t) = a?Ce™t
w > A —Es liegt eine schwache Dampfung vor, somit folgt fur die homogene Lésung:

xp, = e M [Acos (\/ w? — Azt) + Bsin (\/ w? — Azt)]

Achtung: Die Anfangsbedingungen durfen erst bei der vollstandigen Losung (homogen +partikular) zur
Ermittlung der Koeffizienten angesetzt werden.
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Nun folgt die partikulare Lésung:

. . 2 FO .

X+ 2\ + wex = Esm(ﬂt)
Losungsansatz:

xp = Csin(Qt) + Dcos(Qt)

X, = —Q*Csin(Qt) — Q*Dcos(Qt)

—Q2Csin(Qt) — Q?Dcos(Qt) + 2A[QCcos(Qt) — QADsin(Qt)] + w?[Csin(Qt) + Dcos(Qt)] = %sin(ﬂt)
Zusammenfassen des Ausdruckes:

—(Q%C + 220D — w?C)sin(Qt) — (Q%2D — 2A0C — w?D)cos(Qt) = %sin(ﬂt)
Der Koeffizientenvergleich liefert:

Fo
m Gleichungssystem zur Bestimmung von € und D
—Q2D + 2MQC + w?D =0

—0?%C = 200D + w?C =
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F,
(w2 — Q3)C — 220D = =
m
2000 + (w2 =Q%)D =0
Die Losung des Gleichungssystems lautet:

C _ Fo((l)z - QZ) D _ ZAQFO
 m[(w? — Q02)2 4 42202] T m[(w? = Q2)2 4 4A202]

Somit folgt die partikulare Losung:

T ml(w? — 02)2 + 42202] > m(w? — 022 + 41207]

Xp cos(Qt)

Somit folgt die Gesamtlésung:

. | Fy(0? — 02) , 200F,
x(t)=e [Acos (\/wz — /12t) + Bsin (\/wz - /12’5)] (0 — 022 + 42207] sin(Qt) — ml(w? — 022 + 42207] cos(Qt)
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Nun kdonnen mit den Anfangsbedingungen die restlichen Integrationskonstanten ermittelt werden:

AB:x(t=0)=0,%t=0)=0

4= 2\QF,
 m[(w? — Q2)2 + 42202
5 202OF, Fy(w? — QA0 | FQ[222 — (w? - 02)]

mow[(w? — 02)2 + 42202%2] mo[(w? — Q%)% +42202%2] mo[(w? — Q?)? + 422Q07?]
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m 22.3 Krafterregte Schwingung [an]

Beispiel: Drehschwinger

Geg. m, r, Federkonstante k, ig, uy
Ges. w, Xy Sodass die Haftbedingung gilt

Annahme reines Rollen. Voraussetzung
kleine Auslenkungen

Schwerpuhkt- und Drallsatz:

SS(x): mxX = H — 3kx

Uberpriifen der Haftbedingung:

) 3r?
H=mX+3kx =3kx|1——
i&+r?
Wie grol} darf x werden, sodass die
Haftbedingung gerade nicht verletzt wird.

SS(y):0=N—-mg—> N =mg

" a2
DS(A)m(iSZ + r? ;:—Qer N _—9kr”

m(iZ+12) " |H| < py|N|
_ _ 3r?
Somit folgt: Bkx|1—5——= | < uymyg
N 9kr? 0 9kr2 s T
m(iZ +r2) m(iZ +r2) < ppmg
\ J xmax — 37"2
w2 3k <1 — 2—2>
lg+r
Mechanik IB 13
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