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21.1 Herleitung

Ausgangspunkt: Integration Uber r X dynamisches Grundgesetz pa = k + aa& +
dg,  0a, 0dg, *
jfxgdm—frxl_ch+f1_"x<ax + 5 +——dv = (*)
m %4
Mathematischer Einschub:
a(><)—ar><+><ag = xag—a(x) X
ox L1 T T ATEN G, LX9x ~ x4 4
or_J9 (xo. +ye, +2z0) = % _ or
5% 3 X y Z = dy a =
xq=c.x(qee. +ayc, +q,0.) = qye. —q,

oo da
dy 0z
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mit Gaul3’'schem Integralsatz:

(L) = jé r X (anx +oyny, + anz)dA = jst X g, dA ...resultierendes Moment der Oberflachenkrafte
A A
(o) = f(axy —Oxz0) F 0yz0 = Oy, + 0g0 — Oz )dV
|74
= o, — O. —(0,, — 0 —(o,y — 0 dV =0 - hur,wenn o;; = 0j;
J [( s = O2) =0 = 022) ( o = o) ] - Boltzmann Axiom "

j?_‘Xc_ldm=f[><l_ch+3€[><gndA = Mz

m lV J lA J

| |
Moment der Moment der
Volumskrafte Oberflachenkrafte

\ J

1
Moment der aul3eren Krafte My

f[ Xadm= Mg ...Momentensatz
m

" Der Satz der zugeordneten Schubspannungen ist an sich eine Konsequenz eines Momentengleichgewichts. In der
Dynamik kann er nicht in analoger Weise hergeleitet werden. Er wird daher axiomatisch verwendet.
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Definition: Drall = Drehimpuls = Impulsmoment beziiglich eines Punktes A

D, = ftXL?PAdm

m

Zeitliche Anderung des Drehimpulses

Dy _ (4L 4 +f d
—— = | — X vpydm r X ap,dm =
dt de ~ =PA - kA
m m
Upa
L J
1
0
Apa = Ap — Ay
=ft><c_1pdm—jz><c_1Adm =f§><c_1pdm
m m m

T

hangt nicht von x, y, z ab

Mechanik 1B

—jtdeC_lAz(*)
C—

1
Ty = Ejtdm ...Massenmittelpunkt
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(x) = j?.’ X apdm —mry X as = Einsetzen in den Momentensatz

Rl ;
Y
Mg
dD, ad1)
T Mp —mry X ay

Statt 1, schreiben wir wieder rg,

dD
_6;1 + mrgy X a, = Mg | Drallsatz

ad 3)

Der Term mrg, X ay4 féllt weg, wenn:

a

1) BezugspunktA = SP (154 = 0)
2) Bezugspunkt unbeschleunigt: d. h. a, =0

3) rsallay
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r=xe,+ye, +ze, > r?=x*+y?4z*

Up = Up + Ups = Vg + @ X 1pge

rXvps=1rX(wX71)=r%w—(r-w) r= (Entwicklungssatz) W = wyey + wyey, + wze,
3x1 3x1 3x1 3% 3 3x1
f 1 f \ f \ f : \ ——
(22 +y? +z)wy| [P0y + yxw, + zxw, (V2 + zH)w, — XYWy, — Xz, y2 4+ 22 —xy —xz| [w,
= |(x* +y* + 20wy | — [xyw, + yPw, + zyw, | = [—yxw, + (x* + 29w, —yzw,| = | —yx x? + 2% — yz wy]
(x2 +y? +zH)w, xzwy + yzw, + z*w, —zxwy — zyw, + (x* + y*w, —zx —zy x%2 +y?|Ll¥z
j(y2 + z%)dm — jxydm — szdm
___________________:_____________________: ________________ (U Ix _Ixy _IxZ (l)
— | 2 2 | — x X
I e o BT
‘ e R
! —szdm —fzydm j(xz + y3)dm !
Dy Iy )
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Fur starre Korper gilt also:

D, =Lw Der Drallvektor hat i.A. nicht die Richtung von w, nur dann, wenn die
~ Drehachse gleich TR-Hauptachse (Deviationsmomente=0) ist.
4Ds | X a, = z M
dt Mlgq X Ay = Uy
= :
Ist die Drehachse die z-Achse, dann w = we, 7
L, —Ly —Lz][0 —I,w, o7
D,=|-Lx I, —L,||0]|=]|-1,0,
_sz _Izy Iz Wy Izwz

Ist die Bewegungsebene eine
Symmetrieebene des Korpers
= Iz 1y, =0

= Dy = lw,e,

Ist fir A zusatzlich eine der 3 Bedingungen (S.4) erfullt,
dann reduziert sich der DS zu:

I,w = Mg, | fur Bezugspunkt A

21 Drallsatz
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Beispiel: Kippender Stab

Geg..m, |
Ges.: Geschwindigkeit des Punktes P
bei p=m/2

SS: —mégbz = A, —mgcos

SS: mé&) = A, + mgsing -
DS: g = mgésingo

Da sich der Schwerpunkt
auf einer Kreisbahn
bewegt, empfiehlt sich die
Anwendung von
Polarkoordinaten

Bei dynamischen Problemen muss der Korper in allgemeiner Lage gezeichnet werden!

I = = mi2 ¢do = ¢d¢
3
3
1 l 2 gsingd =J'd'
§mlz<,'o'=mg§sin(p legsmgo ¢ pae
5= 3 sin 39 +C—1 2
$=o95me BT 2
39
(p=0)=>C==
P(e =0) = o

V(e = m/2)=

3
() = (1 = cos )

= ,/3gl

Aus den Schwerpunktsatzen folgt:

A, =mgcose — mi go
1
A, = Emg(Scoscp —3)

Ay —m—(p mgsing

1

Ay =— ngsingo

21 Drallsatz
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21.2 Spezialisierung auf starre Korper [pr'X]
Beispiel: Rollen auf schiefer Ebene Yy
Geg.: m, ig, I, a, Reines Rollen 7’ mi.
Ges.: Beschleunigung ag J
aus der Ruhelage
Wir wahlen S als Bezugspunkt: .

SS: mis = —T + mgsina (1)
mjys = N —mgcosa =0 (2) ax

— reines Rollen

DS: mig2p = —Tr (3)

Mit A als Momentanpol

(reines Rollen) gilt: Solange reines Rollen vorliegt, liegt Haften vor somit ist T eine

i |
4) Bedingungskraft!

X.S = —(pT' i _).(.'S = —(pr
i . v . gsina
Aus (1) mit (3) und (4) folgt: i, = _ml-sz% + mgsina % = ag = o
1+ (%)
r
Wir wahlen nun A als Bezugspunk:
DS: m(i2 + r?)$ = —mgrsina
.. gsina
Xg = Ay =

is) 2
1+ (2)
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Nun stellt sich die Frage, ob es tGberhaupt zulassig war reines Rollen anzunehmen.

Aus den Schwerpunktsatzen folgen die Krafte:

Ve = = T =mgsina|1l—————
¥s =0 - N = mgcosa 9 1+(LS)2

Uberprifen der Haftbedingung:
IT| < py|N|

1
mgsina | 1 — i < ugmgcosa —— uy =tana|l ———s——
1+ ( )2 1+ (1—5) 2

Solange diese Bedingung erfullt ist liegt Haften, und somit reines Rollen, vor!

Ist diese Bedingung nicht erfillt, so besitzt der Punkt A nicht mehr die gleiche Geschwindigkeit wie
die Unterlage (v, # 0) = der Kdrper gleitet!

Gleitet der Kérper, darf die Rollbedingung nicht mehr zur Generierung einer zusétzlichen Gleichung
angewandt werden. Stattdessen findet der Zusammenhang fur Gleitreibung Anwendung.

T=MGN

21 Drallsatz
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21.3 Drallsatz im bewegten Koordinatensystem

Zur Erinnerung:

dq 0q 0 Dy =l
—_—— —— X
ac ~ac x4 l
) _ Absolute
Fir D, gilt: Winkelgeschwindigkeit des
Korpers!
dDy 0D,
? = F + 0 X Dy =My
Hinweise zur Wahl des KS:
1) Tragheitstensor konstant (d. h. kdrperfestes KS) o
Prioritat!

2) Richtung d. Winkelgeschwindigkeitsvektors
konstant

3) KS fallt mit TR-Hauptachsen zusammen

Mechanik 1B 10
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Beispiel: rotierende Scheibe

Geg.: 7,d,a,m,w = konst. A A
1
bl =15 D>~
Ges.: Lagerkréfte, A, B (ohne stat. Anteil) ,
1, wcosa]  [lywcosa WS B
Ds =10 a)sma = Iza)sma -
0 0 I,
rweosa o
oD :
Q = |wsina| = =0 (weil @ = 0) Y
0 B
. 2
dDS wcosa [jwcosa
I =0+ |wsina | X | ,wsina | =
t 0 0
) /2 - /2 -
0 My = -
0 = Mz
Lw?sinacosa — I; w?sinacosa M, S5:A=B w2
) >A=B=(, - Iz)7sinacosa
M; = (I, — 1) w? sina cosa = _AE —Bo= —A? [kgm?s~?m™" = kgms™? = N]

21 Drallsatz
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Beispiel: Kollergang

Geg.: ¢, r, 2 = const.
m, Isq, Is; = I3

Ges.: N
w1
w=]{
0
Vp =0=vs+ wX1ps =
0 w1 0 0
=10 |+|2|X]|-r|= 0
—N? 0 0 —0f —rwq
*
> w, = —1-
w1 "

Ad Geschwindigkeit des Schwerpunkts vy:

0 4 0
Vs =0 Xrsy = |02 X|[0]=] 0
0 0 —f

Mechanik 1B

reines Rollen

12
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-0t/
w = 0]
0
Iy 0 0
£A = O ISZ + mf 0
0 0 Is, + mé
~Is,0%/y oD
ZA
Da=115,0 + me20 5 =0
0
dD 0 —151..(2 ‘g/'r 8 Ml
2t |2 X |Usy + meD0| T = M
dt (52 m )
0 0 [5:02 ¢/, M;
QZ
151.(22 f/r = M3 = N1? — mgf => N = mg + ISlT [kngS—ZmB] [= N]

Offensichtlich wird die Normalkraft mit zunehmender Winkelgeschwindigkeit grof3er!
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