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19. Massenmomente 2.Grades
19.1 Massentragheitsmoment, Massendeviationsmoment

Definition:
; f 24 [I,] = kgm?... Massentragheitsmoment (MTRM)  “Inertia” (Tragheit) stets > 0
a= | bpam
m
5 [i,] = m... Tragheitsradius
I, = mi,

dm
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Beispiel: homogener Hohlzylinder, Lange [

Ges.: MTRM beziglich der Zylinderachse

I, = -[pzdm
m

dp
dm = 2pméd
m = 2pntdpp
dv

R R
2
- “ > I, = f p?2prlpdp = anlj p3dp = anl(R4 —r%)
r T

1 1
\ I, = E‘ﬂpl(R2 — 7‘2),(R2 +7r%) = Em(R2 + 1)
m
|
Fur Vollzylinder: r =0 Furr = R:
1 . 1 I, = mR?
I, = EmR2 g = \/—ER a
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19.1.1 Massenmomente beziglich der Koordinationsachsen

dm

einem kartesischen
Koordinatensystem:

|
I

!

Tragheitsmomente in I = j(yz + 22) dm :
|

Iy=j(zz+x2)dm I
|

. = j(xz + y2)dm

Deviationsmoment bezutglich zweier orthogonaler Ebenen:

ZA
’X |
!
1
e _ _ ! g
Definition: | I,q = qu dm Ly = | xy dm = I, }\ i dm
m | | D -
|I,q] = kgm?  kdnnen < 0 sein Iy, = jyz dm = I, ;
|
):- ................. »
19.1.2 Tragheitstensor: I, = jzx dm=1,, /‘,\/ y
I _Ixy — Iy, .,‘/
I=|-Lx L, —1I, ,;
_sz - Izy Iz
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19.2 Massenmomente fir parallelverschobene Achsen
x=a+¢ y=b+n z=c+({

I = j (02 + ¢2)dm = ] [(v = B)? + (z — ¢)2]dm =

Voraussetzung: SP im
Koordinatenursprung

_ 2 _ 2 4,2 _ 2 _
—f[y 2yb + b* 4+ z° —2zc + c*]dm = ¢t dm
|
2 4,2 2, .2 Z4 ! |
= |[(y*+z°)dm+ | (b*+c“)dm —2b | ydm —2c | zdm : i 1
! J \ J I |
T T . . I
2 2 — 2 I : !
L, +(b“+c*) m =1, +h*m i | i
hz i ./:‘- ........ :.—.—/.,— s
i ‘/ :C : //, rl
Is=L+h*m | | =L +k*m | | I =1,+*m ; G L’
S === S —
'/ ././ ://é
h, k, | ...Normalabstande der parallelen Achsen /./‘“".7““b “““ -
./' o/.
ley = [ endm = [ G = 0 (v = bym = N

= j(xy—ay—bx+ab)dm = nydm —afydm —b fxdm+abfdm

gy = Iy, + abm Ly; = 1,, + bem Ig = I, + cam
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19.3 Tragheitstensor fur verdrehte Koordinatenachsen

19.3.1 Tragheitsmoment um verdrehte Achsen

Iy = jpzdm lr xn| = |r| |n| sing =p In| =1
x Ny yn, —zn,,

r= [y] n= [ny] rXn= [an—an]
z n, XNy — YNy

(rxn)? = (yn, — zny)2 + (zn, — xn,)% + (xny, — ynx)2

» X
I, = fpzdm = n,>? j(y2 +z%)dm +n,? f(zz + x2)dm + n,? j(x2 +y2)dm
L ( L

1 ]
Y Y !

L, L, L

—2n,n,, J xydm—2n,n, j yzdm —2n,n, J zxdm
\_'_J \ —J ‘_\f_,

Ixy I vz sz

m

I, = 2L + 2L, + n, 2l — 2ngny Ly, — 2nyngly, — 20,0, d,,
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Beispiel: Wirfel

dm = p dxdydz

a a

7 2 s
f f(yz + z%)dxdydz = pe =
a a
2 72

Warfel verhalt sich tragheitsmalfiig wie eine Kugel, d.h.
beim Wiirfel sind die TrAgheitsmomente invariant
gegenuber Verdrehung des KS.
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19.3.1 Deviationsmoment um verdrehte Achsen

Inm = Lg = qudm

m

Il
1=

p
q

'n
'm

I
1=

pq= (@ -n)r -m)= (xnx +yny + an)(xmx +ymy + Zmz) =

= x’n,m, + y*nym,, + z*n,m, + xy(n,m, + n,m,)
+yz(n,m, + n,m,) + zx(n,m, + n,m,)

nlm-n-m=0, d.h.: nym, +n,m, + n,m, =0

somit &ndert Hinzufuigen von —(x? + y* + z%)(n,m, + n,m, + n,m,) nichts am obigen Ausdruck:

pq = —n,my(y* + z%) —n, m, (z® + x*) —n, my(x* + y*) +
+(nxmy + nymx)xy + (nymz + nzmy)yz + (n,m, + n,m,)zx

also:
Inm = —nemyly, — nymy L, — nym,l, + (nymy, + nymy )L, + (nym, + ny,my)) L, + (n;my + nymy)l,,
Abklrzend lasst sich das auch so schreiben: —Lyp=mTIn=nTIm=—1I,,
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19.4 Tragheitshauptachsen [an]

19.4 Tragheitshauptachsen

Gesucht werden nun jene Koordinatenrichtungen n, fir welche die Deviationsmomente I,,,,
verschwinden. Das ist dann der Fall wenn [ n in die Richtung von n weist und daher normal zu m ist.

Das fuhrt auf das folgende Eigenwertproblem:
In-in=0-(-A)n=0
Das Eigenwertproblem hat nur dann nicht—triviale Losungen fur n, wenn
det(I - 21I) =0, wobei I die Einheitsmatrix ist

oder ausgeschrieben:

Lo—A —Ly —ly
det| =Ly L,—1 -IL, |=o0.
L~y L,—2

Das fuhrt auf eine Gleichung 3. Grades in A. Aufgrund der

Symmetrie des Tragheitstensors liefert diese Gleichung 3 reelle L 0 0
Losungen, die Eigenwerte 14, 4,, 13. Sie werden in weiterer [=|0 I, 0
Folge Haupttragheitsmomente I, I,, I3 genannt. Sie werden - 0 0 I

ublicherweise der Grof3e nach im Tragheitstensor angeordnet,
wobei I; > I, > I5.
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Die den Eigenwerten zugeordneten Eigenvektoren nq, n,, n; (in weiterer Folge als e,, e,, e3) werden
als Tragheitshauptachsen bezeichnet. Sie formen ein orthogonales Dreibein und somit die
Basisvektoren eines Koordinatensystems, flir welches die Deviationsmomente verschwinden.

11, I, I5... Haupttrdgheitsmomente e; L e, L es...TrAgheitshauptachsen

Man findet die Tragheitshauptachsen auch dann, wenn man jene Richtungen n sucht, fir welche die
Tragheitsmomente einen Extremwert annehmen, also:

Finde n,, n,, n, sodass

I, = n, L + ny 2L, + n,2L, — 2nyny L, — 2n,n,1,, — 2n,n, 1, — Extremum
unter der Nebenbedingung, dass n,* +n,? +n,* =1

Die gesuchten

Die Extremwertaufgabe wird nach Einfihrung von Lagrangemultiplikatoren _
Extremwerte sind

A und Ableiten auf das folgende Gleichungssystem:

also:
Nyl = Nylyy — Nyl — Any =0 Das lasst sich abgekiirzt auch so [;...max TRM
schreiben: I n—An =0
xoyx oYy ez Y Wie erhalten also wieder das zuvor _
—Nylpy — Nylyy — Nyl — An, = 0 gezeigte Eigenwertproblem. [3...min TRM
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Bei gewissen Geometrien ist die Lage der
Tragheitshauptachsen a-priori erkennbar: , Tragheitshauptachse

°* Hat man eine Symmetrieebene
identifiziert, dann ist die Normale auf
diese Ebene durch den SP automatisch
ein TR-Hauptachse.

* Kann man einen Korper durch
Rotation um eine Achse um den
Winkel 1T in sich selbst
Uberfihren, dann ist diese Achse
eine Tragheitshauptachse

* Gelingt das schon flr kleinere Winkel

2 .
(?”,g), dann wird aus dem

Tragheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid
(siehe 19.5)
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Im Zusammenhang mit rotierenden Korpern treten zwei wichtige Begriffe auf:

* Statisches Auswuchten: Ein Kérper ist statisch ausgewuchtet, wenn sein Schwerpunkt
auf der Drehachse liegt.

* Dynamisches Auswuchten: Ein Kdrper ist dynamisch ausgewuchtet, wenn die Drehachse
eine Tragheitshauptachse ist. Somit ist er automatisch auch statisch ausgewuchtet, da
Tragheitshauptachsen immer durch den Schwerpunkt gehen.
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19.5 Tragheitsellipsoid

[MNX]

19.5 Tragheitsellipsoid

» Berechne fur beliebige n - I,
. —_— k
- Trage auf n die Strecke AP = |rp| = T ab
» Suche den geometrischen Ort aller Punkte P

x y z X
p p p 7
2 2 2 2
X y Xy vz zX
L, =—= L, +—=I, + I,—2—=1 2—1 2—1
2 2 x 2%y 2'z 2 xy 2'yz 2 'zx
P Tp Tp P Tp Tp P

k? = x*L, + y*I,, + z*I, — 2xyl,y, — 2yzl,, — 22xl,, .. Tragheitsellipsoid

Transformation auf Hauptachsen liefert:
L& + Ln? + 1307 = k?
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